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Introducao & mecanica Quéantica Projecto 3 2° Semestre, P4, 2022/2023

Entregar no FENIX antes das 23h59 de Quarta-feira, 21 de Junho. As duas primeiras paginas
deverao ser este enunciado com as respostas, que sao seguidas pelas paginas com a justificagao das
respostas claramente escritas. Deverd ser entregue como um tnico ficheiro em formato pdf com o
ntimero de aluno indicado no nome do ficheiro. S6 o tltimo ficheiro submetido sera avaliado.
Rascunhos nao serao avaliados.

O oscilador harmonico tem um potencial quadratico
L, 5
V(z) = ékzx

onde k é a constante de mola. Foi discutido em detalhe nas praticas. Classicamente temos uma
forca F' = —kx e a solucao da equacao de Newton para uma massa m é um movimento oscilatério

com frequéncia angular w = /k/m.

Em mecanica quantica a solucao da equacao de Schrodinger a 1 dimensao tem a equacao de Schro-
dinger estacionaria associada,

h? d?

2mda?

U(w) + ghrb(x) = Bu(a)

que ou é demasiado complicada para esta cadeira para ser resolvida (ver o Griffiths) ou entdo os livros
mais acessiveis dao uma lista de resultados para decorar (ver o Serway). Um resultado fundamental
é que as energias estacionarias sao

1
En:(n+§)hw, n=20,1,23,4,...

ou seja cada “quanta” de diferenca de energia hw = hv esta de acordo com a lei de Planck.

Em unidades naturais a equacao de Schrodinger estacionaria pode-se escrever,

1 d?

L, _

tal como foi visto nas praticas. Se tentar resolver este problema com a massa do protao e a constante
de mola da pratica 3.3, rapidamente vai ter problemas se nao usar unidades naturais!

Neste projecto vamos tentar encontrar numericamente as energias permitidas, F, e as fungoes de
onda estacionarias associadas, 1, (x) com um método simples e geral.

Note que programas como o Mathematica sabem resolver simbolicamente a equacao diferencial para
o oscilador harmoénico, mas para potenciais mais complicados s6 consegue resolver com métodos
numeéricos.

Vamos usar a aproximacao para a segunda derivada vista nas praticas.

& (2) ~ flz+ Az) + f(x — Az) — 2f(x)
dx? N Ax?

A equagao vai ter de ser resolvida num intervalo [—L/2, L/2] e vamos escolher um passo de discre-
tizacao Ax. Para mostrar como fazer vamos usar um exemplo com precisao muito limitada.
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Vamos escolher L = 3 e Ax = 0.5 para comecar. A discretizacdo da equacao de Schrodinger
estacionaria fica,

- é(w(‘“’) +19(—0.5) = 29(~1.0)) + %(—1-0)%(—1-0) = Ey(-1.0)
- éw—w) +(0.0) — 29(—0.5)) + %(—0.5)%(—0.5) = F(—0.5)

‘ -

(1(—0.5) +1(0.5) — 21)(—0.0)) + %o.o%p(o.()) = E4(0.0)

"_A.

5(£(0.0) +9(1.0) — 2¢(0.5)) + %0.5%(0.5) = Ey(0.5)

(4(0.5) +(1.5) — 2¢(1.0)) + %1.0%(1.0) = E(1.0)

o
= ot

NGRINTEN NN I ORI NN I NN
o
(@)
Do

=}

52

que parece muito complicado até se escrever de forma matricial

-2 1 0 0 Y(—1.0)
L1 [ 21 0 0 Y(—0.5)
————]l0 1 -2 1 0 ¥(0.0)
20.52
o 0 1 -2 1 ¥(0.5)
o 0 0 1 =2 ¥(1.0)
400 0 0\ [¢(-10) Y(—1.0)
1 0100 0f/[w(-05) Y(—0.5)
+ (0510 0 0 0 0 ¥(0.0) | =E| ¥(0.0) |,
2 000 10]|| w05 $(0.5)
0000 4 ¥(1.0) ¥(1.0)

onde é mais facil identificar o padrao da matriz que é preciso diagonalizar para encontrar os valores
e vectores proprios,

-2 1 0 0 O 40000
1 -2 1 0 0 01000
H=-210 1 -2 1 O0[+<-]00000
o o0 1 -2 1 00010O0
o 0 0 1 =2 0000 4

a) Encontre os valores proprios desta matriz (energias). Faga o grafico dos vectores proprios
que encontrou (funcoes de onda 1(z,)). (4 pontos)

b) Aumente o dominio do problema para L = 5. Quais foram as 3 menores energias que
encontrou? (4 pontos)

¢) Para L = 5 reduza o passo para Ar = 0.2. Quais foram as 3 menores energias que
encontrou? Faga o grafico das respectivas fun¢oes de onda. (10 pontos)

d) Reduza Az e aumente L até ter as trés energias mais baixas com uma precisao de 0.001.
(2 pontos)

Se o problema numérico ficar lento pode encontrar algumas dicas Googlando “matlab tridiagonal
matrix” ou equivalente.
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7 K = (-2) * (diag(-2*ones(1,5)) + diag(l*ones(1,4),1) + diag(l®ones(1,4),-1));
8
9 V = (1/8) * diag([4 1 @ 1 4]);
1 2 3 4 5
10
1 0.6741 0 0 0 0
11 H=K+V; 2 0 2.3037 0 0 0
12 3 0 0 43324 0 0
13 rank = rank(H); mmkcs 4 0 0 0 63213 0
5 0 0 0 0 7.6185
14 (
iz [eigenvectors, eigenvalues] = eig(H); W»‘ "')‘“1'\ J“b"J Om
M Awpvon
17 L = 3; dx = 0.5; LI 3 4 5
18 1 -0.2616 -0.4761 -0.5743 -0.5228 0.3189
19 = -(L/2)+dx:@.5: (L/2)-dx; 2. 05004 05228 -0.0481 04761 04972
3 06019 3.2576e-17 05793 0 0.5497
20 L’ 'K.: ‘. -1 -03 o o 3 1} 4 -0.5004 0.5228 -0.0481 0.4761 0.4972
21 figure; hold on; 5 -0.2616 04761  -05743 05228 03189
22 rid minor;
groe 1 2 3 & 5
23 for i = 1:length(x) . J
24 plot(x, eigenvectors(:, i)); “'W [aVN
25 end
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
1 4 2 0 0 0 1 0.5000 0 0 0 0
2 -2 4 -2 0 0 2 0 0.1250 0 0 0
3 0 -2 4 2 o F |3 0 0 0 0 0
4 0 0 -2 4 -2 4 0 0 0 0.1250 0
5 0 0 0 2 4 5 0 0 0 0 0.5000
K 1 2 3 4 5
1 4.5000 2 0 0 0
2 -2 41250 -2 0 0
3 0 2 4 2 0
4 0 0 -2 4.1250 -2
5 0 0 0 2 4.5000
06— l*
vect .
- vec2 |/
N vec3
04— - vecd
/ \ vecs
// N ///
02 / N f
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-—x // NS /
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5; dx2 = 0.5;
L2/dx2-1;

x2

K2

((-0.5) .* (1./(dx2.72)))

V2 = ((1/2) * x2.~2) .* diag(l*ones(1,n2)); 4
£a-

H2 = K2 + V23

[eigenvectors2, eigenvalues2_] = eig(H2);

for i = 1:length(eigenvalues2 (:,1))
eigenvalues2(i, 1) = eigenvalues2 (i, i);
end V 12
bl I A ¥ A

min_eig2 = [999, 999, 999];
ii=1;
for 1 = 1:length(eigenvalues2)
if ii < 3+1
if eigenvalues2(i) < min_eig2(ii)

min_eig2(ii) = eigenvalues2(i);
ii = ii + 1;
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S(L2/2)+dx2:dx2:(L2/2)-dx2; =2 I = \-2' -1_’, .1' -o.sl 0’ o'sl 1' 1_5' 11

¥ (diag(-2*ones(1,n2)) + diag(1®ones(1,n2-1),1) + diag(l¥ones(1,n2-1),-1));
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1 04974 15064 25780
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1 2 3 4 5 6 8
1 0.0592 -0.1546 -0.2678 0.3637 -0.4192 0.4282 -0.3719 -0.4006 0.3328
2 0.1628 -0.3473 -0.4581 0.4091 -0.2116 -0.0440 0.2297 0.4583 -0.4075
3 0.3176 -0.4738 -0.3157 -0.0825 0.4050 -0.4044 0.1296 -0.3242 0.3445
4 0.4727 -0.3619 0.1548 -0.4400 0.1123 0.3888 -0.4069 0.1558 -0.2728
5 0.5398 -3.1398e-16 0.4354 -4.0410e-16 -0.4536/ 9.1847e-17 0.5031 -1.6102e-15 0.2452
6 0.4727 0.3619 0.1548 0.4400 0.1123 -0.3888 -0.4069 -0.1558 -0.2728
7 0.3176 0.4738 -0.3157 0.0825 0.4050 0.4044 0.1296 0.3242 0.3445
8 0.1628 0.3473 -0.4581 -0.4091 -0.2116 0.0440 0.2297 -0.4583 -0.4075
9 0.0592 0.1546 -0.2678 -0.3637 -0.4192 -0.4282 -0.3719 0.4006 0.3328
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freee

61 L3 = 5; dx3 = 0.2;
62 n3 = L3/dx3-1;
o B 1
64 x3 = -(L3/2)+dx3:dx3:(L3/2)-dx3; ~) ~ ~d.)- - 1. -G
Z (L3/2) (13/2)-cx3; =) Y 3 R R A %, 0'1/"11'1:1"1‘1'111'3]
66 K3 = ((-8.5) .* (1./(dx3.72))) .* (diag(-2*ones(1,n3)) + diag(l*ones(1,n3-1),1) + diag(l®*ones(1,n3-1),-1));
67
68 V3 = ((1/2) * x3."2) .* diag(l*ones(1,n3));
69
70 H3 = K3 + V3;
71
72 [eigenvectors3, eigenvalues3_] = eig(H3);
73
74 for 1 = 1:length(eigenvalues3_(:,1))
75 eigenvalues3(i, 1) = eigenvalues3 (i, 1i);
76 end
77
78 min_eig3 - [999, 999, 999];
79
3@ 1i-1;
81
82 for 1 = 1:length(eigenvalues3)
83 if ii < 3+1
84 if eigenvalues3(i) < min_eig3(ii)
85 min_sig3(ii) = eigenvalues3(i)
86 ¥_min_eig3(ii) = i;
87 ii = ii + 1;
38 end
89 end
9 end
91
92 figure; hold on;
93 grid minor;
94 for 1 = 1:length(min_eig3)
95 plot(x3, eigenvectors3(:, x_min_eig3(i)));
96 end
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1@; dx4 =
L4/dx4-1;

0.01;

x4 = -(L4/2)+dxd:dxd: (L4/2)-dxd;

K4 = ((-0.5) .* (1./(dx4.22))) .* (diag(-2*ones(1l,n4)) + diag(

V4 = ((1/2) = x4.72) .* diag(1*ones(1,nd));

HE = K4 + V4;

[eigenvectersd, eigenvaluesd ] = eig(H4);
for i = 1:length(eigenvaluesd (:,1))
eigenvalues4(i, 1) = eigenvalues4d (i,

i);
end

min_eigd = [999, 999, 999];

ii=1;

for i = 1:length(eigenvaluesd)
if ii < 3+1
if eigenvaluesd(i) < min_eigd(ii)
min_sigd4(ii) = eigenvaluesd(i);
ii = 4i + 15

end
end
end
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1*ones(1,n4-1),1) + diag(1l*ones(1,n4-1),-1));

1 2 3
1 0.499996875057261 1.499984378499264 2.499959458381706
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