
Introdução à mecânica Quântica Projecto 3 2◦ Semestre, P4, 2022/2023

Entregar no FENIX antes das 23h59 de Quarta-feira, 21 de Junho. As duas primeiras páginas
deverão ser este enunciado com as respostas, que são seguidas pelas páginas com a justi�cação das
respostas claramente escritas. Deverá ser entregue como um único �cheiro em formato pdf com o
número de aluno indicado no nome do �cheiro. Só o último �cheiro submetido será avaliado.
Rascunhos não serão avaliados.

3.1 O oscilador harmónico tem um potencial quadrático

V (x) =
1

2
kx2

onde k é a constante de mola. Foi discutido em detalhe nas práticas. Classicamente temos uma
força F = −kx e a solução da equação de Newton para uma massa m é um movimento oscilatório
com frequência angular ω =

√
k/m.

Em mecânica quântica a solução da equação de Schrödinger a 1 dimensão tem a equação de Schrö-
dinger estacionária associada,

− ~2

2m

d2

dx2
ψ(x) +

1

2
kx2ψ(x) = Eψ(x)

que ou é demasiado complicada para esta cadeira para ser resolvida (ver o Gri�ths) ou então os livros
mais acessíveis dão uma lista de resultados para decorar (ver o Serway). Um resultado fundamental
é que as energias estacionárias são

En = (n+
1

2
)~ω, n = 0, 1, 2, 3, 4, . . .

ou seja cada �quanta� de diferença de energia ~ω = hν está de acordo com a lei de Planck.

Em unidades naturais a equação de Schrödinger estacionária pode-se escrever,
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ψ(x) +

1

2
x2ψ(x) = Eψ(x).

tal como foi visto nas práticas. Se tentar resolver este problema com a massa do protão e a constante
de mola da prática 3.3, rapidamente vai ter problemas se não usar unidades naturais!

Neste projecto vamos tentar encontrar numericamente as energias permitidas, En e as funções de
onda estacionárias associadas, ψn(x) com um método simples e geral.

Note que programas como o Mathematica sabem resolver simbolicamente a equação diferencial para
o oscilador harmónico, mas para potenciais mais complicados só consegue resolver com métodos
numéricos.

Vamos usar a aproximação para a segunda derivada vista nas práticas.

d2

dx2
f(x) ' f(x+ ∆x) + f(x−∆x)− 2f(x)

∆x2
.

A equação vai ter de ser resolvida num intervalo [−L/2, L/2] e vamos escolher um passo de discre-
tização ∆x. Para mostrar como fazer vamos usar um exemplo com precisão muito limitada.
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Vamos escolher L = 3 e ∆x = 0.5 para começar. A discretização da equação de Schrödinger
estacionária �ca,
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0.52
(ψ(−1.5) + ψ(−0.5)− 2ψ(−1.0)) +
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(−1.0)2ψ(−1.0) = Eψ(−1.0)
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(ψ(−1.0) + ψ(0.0)− 2ψ(−0.5)) +
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(−0.5)2ψ(−0.5) = Eψ(−0.5)
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0.52
(ψ(−0.5) + ψ(0.5)− 2ψ(−0.0)) +
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0.02ψ(0.0) = Eψ(0.0)
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0.52
(ψ(0.0) + ψ(1.0)− 2ψ(0.5)) +
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0.52ψ(0.5) = Eψ(0.5)
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(ψ(0.5) + ψ(1.5)− 2ψ(1.0)) +
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1.02ψ(1.0) = Eψ(1.0)

que parece muito complicado até se escrever de forma matricial

− 1

2
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0.52


−2 1 0 0 0
1 −2 1 0 0
0 1 −2 1 0
0 0 1 −2 1
0 0 0 1 −2



ψ(−1.0)
ψ(−0.5)
ψ(0.0)
ψ(0.5)
ψ(1.0)



+
1

2
(0.5)2


4 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 4



ψ(−1.0)
ψ(−0.5)
ψ(0.0)
ψ(0.5)
ψ(1.0)

 = E


ψ(−1.0)
ψ(−0.5)
ψ(0.0)
ψ(0.5)
ψ(1.0)

 ,

onde é mais fácil identi�car o padrão da matriz que é preciso diagonalizar para encontrar os valores
e vectores próprios,

H = −2


−2 1 0 0 0
1 −2 1 0 0
0 1 −2 1 0
0 0 1 −2 1
0 0 0 1 −2

 +
1

8


4 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 4

 .

a) Encontre os valores próprios desta matriz (energias). Faça o grá�co dos vectores próprios
que encontrou (funções de onda ψ(xn)). (4 pontos)

b) Aumente o domínio do problema para L = 5. Quais foram as 3 menores energias que
encontrou? (4 pontos)

c) Para L = 5 reduza o passo para ∆x = 0.2. Quais foram as 3 menores energias que
encontrou? Faça o grá�co das respectivas funções de onda. (10 pontos)

d) Reduza ∆x e aumente L até ter as três energias mais baixas com uma precisão de 0.001.
(2 pontos)

Se o problema numérico �car lento pode encontrar algumas dicas Googlando �matlab tridiagonal
matrix� ou equivalente.
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