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1 Objetivos

O estudo da dindmica de dois corpos apds uma, colisao requere o conhecimento do movimento
do corpo pré-impacto, e uma compreensao da natureza dos diferentes tipos de colisoes. Em geral,
uma colisao é o contacto instantaneo entre dois corpos, que por exercerem forcas simétricas um no
outro, levam a uma alteragao da sua direcao de movimento e da sua cinética.

Assim, a partir da atividade laboratorial em causa podem ser estudadas as consequéncias
dos diferentes tipos de colisdes no movimento dos corpos. Para tal, recorreu-se a uma mesa de ar
e a dois cilindros, cada um com um ventilador incorporado que produz uma almofada de ar. Deste
modo, é possivel minimizar bastante o efeito do atrito.

Desta forma, na atividade experimental realizada, fez-se colidir dois corpos cilindricos,
eldstica e inelasticamente, de forma a podermos verificar as seguintes ocorréncias:

e Uma vez que nao existem forcas exteriores a atuar no sistema, sera de esperar que se verifique
o principio da conservagao da quantidade de movimento do sistema, ou seja, a velocidade do
centro de gravidade do sistema devera manter-se constante;

e Durante uma colisao elastica, ao contrario da ineldstica, existe conversagao da energia cinética
total do sistema;

e Apds o contacto de duas particulas, sucede-se uma alteragdo dos seus movimentos e uma
transferéncia da quantidade de movimento;

e Quando o sistema de particulas é constituido por particulas de diferentes massas que se en-
contram a diferentes velocidades relativamente a um mesmo referencial inercial, a quantidade
de movimento do sistema é igual a soma da quantidade de movimento de cada particula, como
se considerdssemos que a massa total estd toda no centro de gravidade do sistema. Deste
modo, podemos reduzir o movimento linear do sistema apenas ao movimento linear do seu
centro de massa.

2 Introducao tedrica

2.1 Movimento do Centro de massa

A quantidade de movimento de um sistema de particulas é dada por

—

P = Mig (1)

onde M é a massa total do sistema e vg a velocidade do centro de massa do sistema, definida pela
igualdade:

Z m;U;

e )

Ve =
Destas duas igualdades resulta:
P=>"f, (3)
para

Di = m;l; 4)




Se as forcas exteriores que atuam no sistema forem nulas podemos concluir que P é constante
através do principio da conservagdo da quantidade de movimento. Assim, o centro de massa de
um sistema isolado, de massa nao nula e constante, move-se a uma velocidade constante.

2.2 Conservagao e transferéncia da Quantidade de Movimento Total

No caso particular da atividade experimental realizada, a utilizacao da mesa de ar em
conjunto com a presenca dos ventiladores nos corpos cilindricos permitiu desprezar a atuacao de
todas as forcas exteriores ao sistema. Deste modo, sé temos em conta as forgas interiores ao
sistema, que obedecem ao principio da conservagao da quantidade de movimento total, que pode
ser descrito pela seguinte equagao:

S S — —
myT1 + Moty = my 0] + maty (5)

Nesta, o (’) descreve as grandezas ap6s a colisdo dos corpos.

Ao mesmo tempo, a colisao dos corpos leva a que haja uma transferéncia da quantidade
de movimento. Assim, é ainda possivel retirar da expressdo acima que a razao entre as massas
das particulas é inversamente proporcional a variagao das suas velocidades através das seguintes
expressoes:

m2|A172| = m1|A171\ (6)

- ™)

2.3 Coeficiente de restituicao

O coeficiente de restituicao corresponde ao quociente entre a magnitude dos impulsos exist-
entes durante o periodo de restituicao e os existentes no periodo de deformacao, ou seja,

[ Rat
“~ [Pdt (®)

A partir da elaboragao da féormula apresentada anteriormente, é possivel relacionar as com-
ponentes normais das velocidades relativas antes e depois do choque através do coeficiente de
restituicao, obtendo-se a seguinte expressao:

('U:B)n — (U;x)n (9)

Este valor encontra-se compreendido entre 0 e 1. Assim, estamos perante uma colisao
inelastica no caso deste coeficiente ser 0 e perfeitamente eldstica quando o seu valor é 1.

2.4 Energia cinética
Uma vez que a energia cinética de uma particula de massa m; é definida por

.
T; = —m|Ti|?

) (10)




Entao, a energia total de um sistema de particulas é dada por

[ —
T=> gmilil’ (11)

No caso de corpos rigidos, é necessario ter ainda em conta o momento de inércia baricéntrico
e a velocidade angular de rotacao do corpo, sendo por isso a energia cinética igual a

1 1
T= 5M|17G|2 + 51112 (12)

Durante a colisao elastica existe conservacao da energia mecanica do sistema. Uma vez que
o movimento se dd num plano horizontal e a unica forca potencial a atuar é a forca gravitica, a
energia potencial mantém-se constante. Ao mesmo tempo, dé-se a conservacao da energia cinética
do sistema pelo que, no caso de nao terem movimento de rotacao, pode ser traduzida por:

1 1
~ 12 - 12 ~ 12 - 12 '
T = *m1|’01| + *m2|’02| = *ml‘U1| + 7m2\112| =T (13)
2 2 2 2
Por outro lado, no caso da experiéncia da colisao inelastica, um dos corpos encontra-se em
repouso, ou seja, tem uma energia cinética nula, e o outro tem um movimento de translagao.

Apés a colisdo do corpo em movimento com o corpo em repouso, 0S COrpos permanecem
juntos e, por isso, terao a mesma velocidade angular. Assim, a energia cinética inicial e final sao
dadas pelas seguintes férmulas respetivamente:

Ti:*mif‘? (14)
2
T/_lm(/)_’_lj(/Q 1 /\2 17 N2 15

Podemos ainda calcular a energia cinética final considerando a massa total do sistema e o
momento de inércia centroidal do sistema, obtendo equagao 12.

Uma vez que a colisao € inelastica, nao existe conservacao da energia cinética e, por isso, T’
inferior a T. Deste modo podemos calcular a energia dissipada através da seguinte expressao:

Edissipada =T-T (16)

3 Atividade pratica

3.1 Equipamento

Para a realizacao desta atividade experimental foi necessario utilizar uma mesa de ar com
tampo de vidro limitada por elasticos de borracha, 2 corpos cilindricos, massas adicionais, papel
de registo, anel ineldstico no caso da colisao inelastica e anel eldstico no caso da colisao eldstica.

3.2 Procedimento experimental

3.2.1 Colisao elastica

1. Instaldmos o anel elastico em ambos os corpos cilindricos e a massa adicional em apenas um
dos cilindros. Seguidamente, confirmamos que a frequéncia de registo selecionada era de 50
Hz (intervalo de tempo de registo 0.02 s).




. Ligamos a alimentacao elétrica aos corpos cilindricos e os seus respetivos ventiladores. Dur-

ante a nossa atividade laboratorial nao realizamos o registo dos movimentos dos corpos, mas
para tal seria necessario fechar o interruptor.

. Colocamos os corpos cilindricos em cantos opostos do topo inferior da mesa.

. Impulsionamos os corpos de forma a colidirem no centro da mesa e dirigirem-se, nas diregoes

diagonais, para os cantos opostos no topo superior, chegando ainda a colidir com os elasticos
limitadores.

. Retirdmos os corpos da mesa e desligdmos os seus ventiladores.

3.2.2 Colisao inelastica

4

. Em cada corpo cilindrico, instalamos a massa adicional e o anel inelastico e confirmamos que

a frequéncia de registo selecionada era de 50 Hz (intervalo de tempo de registo 0.02 s).

. Ligdmos a alimentacao elétrica aos corpos cilindricos e o ventilador de ambos os cilindros.

Durante a nossa atividade laboratorial nao realizamos o registo dos movimentos dos corpos,
mas para tal seria necessario fechar o interruptor.

. Colocamos os corpos cilindricos, um num canto do topo inferior da mesa e o outro, aprox-

imadamente, a um tergo do eixo vertical que passa pelo centro da mesa, a partir do topo
inferior.

. Impulsionamos o corpo que se encontrava no canto, de forma a colidir com o outro tangen-

cialmente e prosseguirem juntos.

. Retirdmos os corpos da mesa e desligdmos os ventiladores.

Resultados

4.1 Colisao elastica

Os cilindros utilizados tém uma frequéncia de 50 Hz, pelo que marcam um ponto a cada

0.02 s. Para calcular o médulo da velocidade instantanea de cada corpo antes e depois da colisao,
medimos a distancia percorrida pelo corpo de 5 em 5 pontos, o que corresponde a um intervalo de
tempo de 0.1 s, tal como pode ser verificado no anexo 1.

Antes Depois
A B A B
2.7 | 1.6 1.7 3.1
Az [cm] || 2.8 | 1.7 1.6 3.1
25 | 1.5
Az [em] || 267 | 1.6 | 1.65 | 3.1
v [m/s] || 0.27 | 0.16 | 0.165 | 0.31

Tabela 1: Determinacao da velocidade dos corpos antes e depois da colisao elastica

ma = 0.950 + 0.500 4- 0.061 = 1.511kg

mp = 0.950 4+ 0.061 = 1.011kg

De seguida, pretende-se calcular o médulo da velocidade do centro de massa, comegando

por determinar a sua posicao através da seguinte equagao:




BG _ma  AB_AGHBG || ma_ gm_ _AB
AG mp AG AG mp 2.49456
A, By [em] | A,Gy, [em]
20.1 8.06
17.8 7.14
Antes 15.5 6.21
13.5 5.41
14.3 5.73
Depois 16.5 6.61
18.7 7.50

Tabela 2: Determinacao da posi¢ao do centro de massa na colisao elastica

Azg [em] | vg [m/s] | Tg [m/s]
2.1 0.21
Antes 2.1 0.21 0.207
2.0 0.20
1.9 0.19
Depois 2.1 0.21 0.200
2.0 0.20

Tabela 3: Determinacao da velocidade do centro de massa antes e depois da colisao elastica

Calcularam-se as componentes da velocidade linear e da quantidade de movimento no ref-
erencia representado no anexo 1. Verifica-se uma diferenca entre a quantidade de movimento do
centro de massa antes e apés a colisao de 3.7 %.

Antes [m/s] Depois [m/s]
A 0.267¢, 0.126¢, — 0.106¢€)
B 0.087¢, — 0.134¢, | 0.309¢, — 0.016¢),
CM || 0.199¢, — 0.057¢, | 0.191€, — 0.058¢,

Tabela 4: Célculo das componentes das velocidades na colisao eldstica

Antes [kg-m/s] | Depois [kg - m/s]

A 0.405¢;, 0.190é;, — 0.160¢é,

B 0.088¢e;, — 0.135¢, | 0.312¢€, + 0.016¢),
A+ B | 0.491¢, — 0.1358, | 0.502¢, — 0.144¢,
CM 0.502¢;, — 0.144¢€, | 0.482¢, — 0.146¢),

Tabela 5: Calculo da quantidade de movimento na colisao elastica

Calculou-se a energia cinética antes e depois da colisao, de modo a mostrar-se que a energia
cinética do sistema é constante durante toda a colisdo, obtendo-se um erro de 3.6 %. Note-se que

a velocidade angular dos corpos

Tabela 6: Calculo da energia cinética na colisao elastica

é desprezavel.

Antes [J] | Depois [J]
A 0.0538 0.0206
B 0.0129 0.0486
A+B 0.0667 0.0692




Através da equacao 7, podemos também confirmar a transferéncia de quantidade de movi-
mento durante a colisdo, verificando-se um erro de 1.6 %.

|AT|  my 015 1511

= = = —— & 1.4706 = 1.4946
AT ma 0.102 1.011

4.2 Colisao inelastica

Para a colisao ineldstica, representada no anexo 2, repetimos os procedimentos da colisao
inelastica, determinando a velocidade dos corpos e do centro de massa.

Antes Depois
A B A B
50 | 0.0 3.3 1.9
Az [cm] || 5.0 | 0.0 | 3.1 2.0
3.2 1.9
Az [em] || 5.0 [ 00| 3.2 | 1.93
v [m/s] || 0.50 | 0.0 | 0.32 | 0.193

Tabela 7: Determinacao da velocidade dos corpos antes e depois da colisao inelastica

ma =mp = 0.950 + 0.500 4 0.060 = 1.510kg

Ap By, [em] | An,Gy, [em]
21.3 10.65
Antes 16.6 8.30
12.2 6.10
12.03 6.15
Depois 12.0 6.00
12.2 6.10
12.3 6.15

Tabela 8: Determinagao da posicao do centro de massa na colisao inelédstica

Axg [em] | vg [m/s] | Ta [m/s]
2.3 0.23
2.5 0.25 0.243
2.5 0.25
2.5 0.25
2.4 0.24 0-245

Tabela 9: Determinacao da velocidade do centro de massa antes e depois da colisao inelastica

Calculamos as componentes da velocidade e da quantidade de movimento no referencial
representado no anexo 2. Verificamos uma diferenca de 0.8 % entre a quantidade de movimento
do centro de massa antes e apds a colisao.

Antes [m/s] Depois [m/s]
A 0.5008, 0.056¢, + 0.315¢,
B 0 —0.0.53¢; + 0.186¢),
CM 0.245¢, 0.243€,

Tabela 10: Célculo das componentes das velocidades na colisao ineléstica




Antes [kg-m/s] | Depois [kg - m/s]
A 0.755¢, 0.085¢€, — 0.476¢),
B 0 —0.080¢, + 0.281¢,
A+B 0.755¢, 0.005¢, + 1.213¢,
cM 0.370¢, 0.367¢,

Tabela 11: Célculo da quantidade de movimento na colisao inelastica

No caso da colisao inelastica, a velocidade angular do sistema apds a colisao nao é de-
sprezavel, tendo de ser determinada. O grafico seguinte representa a variagdo do angulo teta
(representado no anexo 2) ao longo do tempo. O declive da reta de regressdo linear dd-nos a
velocidade angular.

1.4
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.ee
.......
.....

.o
.....
......
.er
.....

y = 1.34390x + 0.85870
R*=0.99899

0 005 01 015 02 025 03 035
t[s]

Figura 1: Variacao do angulo 6 ao longo do tempo

Para calcular a energia cinética, necessitamos também de determinar o momento de inércia
de cada corpo.

m [kg] | Rm] | r[m] | I[kg-m/s]
Cilindro 0.950 | 0.0495 0 1.164 x 1073
Anel de Massa 0.500 0.060 | 0.0515 | 1.563 x 103
Anel inelastico || 0.060 | 0.050 0.050 | 1.500 x 10~*
Total 2.877 x 1073

Tabela 12: Calculo do momento de inércia dos corpos na colisao ineléstica

A energia cinética pode ser calculada através da equagao T = %M || + %I w?. Verificamos
que houve uma diminuicao da energia cinética do sistema apds a colisao ineldstica, tal como
esperado.

Antes [J] | Depois [J]
A 0.189 0.083
B 0 0.031
A+ B 0.189 0.114

Tabela 13: Célculo da energia cinética na colisao inelastica




Através da equacao 7, verificamos que houve um erro de 6.7 % na transferéncia de quantidade
de movimento durante a colisao.

A% my 0193 151
=l a1 072=1
A% my 0180 151

5 Discussao e analise de resultados

A atividade experimental efetuada consistiu na realizacao de dois ensaios, sendo que com o
primeiro pretendiamos simular uma colisao perfeitamente eldstica e com o segundo uma ineldstica.
A partir da anélise realizada no tratamento de dados, verificamos que os valores obtidos para os
erros percentuais foram relativamente baixos. Isto permite validar os ensaios efetuados e con-
sequentemente verificar as premissas tedricas realizadas (cf. Objetivos).

Em particular, no primeiro caso confirmou-se, de um modo geral, as leis da conservagao,
nomeadamente a conservacao da energia cinética e o principio da conservacao da quantidade de
movimento de um sistema. Ao mesmo tempo, na segunda colisdo, tal como esperado, ocorreu
conservagao da quantidade de movimento e diminuigao da energia cinética. Apesar de erros reduz-
idos, é possivel identificar alguns fatores e aproximagoes que poderao ter efeitos nao desejados na
experiéncia:

e Tendo em conta que a natureza e frequéncia dos impulsos elétricos (50 Hz), as marcas que
estes produzem nao sao pontuais, o que dificulta a interpretacao da trajetoria, o que resultara
em erros no calculo, por exemplo, das velocidades e dos angulos;

e E desprezada a existéncia de velocidade angular no momento de langamento, isto é, considera-
se que o movimento é uma translagao pura até a colisao. Isto resulta numa aproximacao dos
célculos futuros;

e Assume-se que a massa dos cilindros se encontra homogeneamente distribuida e fazem-se
aproximagoes da geometria dos corpos em causa. Isto terd consequéncias no célculo dos
centros de massa e momentos de inércia do sistema;

e A atuacao de forgas ndo conservativas nao consideradas nos calculos, como a resisténcia do
ar e a forga de atrito (apesar de minimizada pelos ventiladores);

e Finalmente, as colisbes ocorridas nao sao perfeitamente eldsticas ou ineldsticas, devido a
limitagoes préaticas, como as molas nao serem ideais, haver dissipagao no momento do choque,
o choque nao ser instantaneo, entre outros.

Para concluir e de forma a minimizar os erros ao longo do procedimento, gostariamos de
sugerir algumas alteragées. De facto, a utilizacao de um sistema de delineamento da trajetéria
mais eficaz, o recurso a um mecanismo que liberte os discos sem velocidade angular inicial e o
melhoramento dos métodos de redugao das forgas ndo conservativas (ventilador, lubrificagao. .. ).
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7 Anexos
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