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1 Objetivo

O giroscopio consiste numa aplicagao direta da dindmica de movimento de corpos axis-
simétricos, trata-se de um disco com o centro de massa fixo no espaco capaz de girar em torno do
seu proprio eixo. O disco ou rotor, encontra-se montado a um aro transversal (ao plano do rotor)

que por sua vez é capaz de girar em torno do eixo longitudinal. Assim, o giroscopio consegue
assumir qualquer orientagao espacial - ver figura 1.

Figura 1: Giroscopio.

Esta atividade laboratorial tem como principal objetivo observar e perceber a relagao entre
o momento aplicado de forma perpendicular ao eixo de assimetria de um giroscopio didatico e
o movimento que este descreve. Isto é, pretende-se comprovar a existéncia de uma relagao de
proporcionalidade direta entre o momento aplicado (7) e o produto da velocidade de precessao
(©) pela velocidade de rotacdo (w), e que a constante dessa relagdo sera Momento de Inércia (J).
Deste modo, também comprovariamos que para uma velocidade de rotagao constante, o momento
aplicado e a velocidade de precessao seriam diretamente proporcionais, tendo como constante de
proporcionalidade o momento angular.
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Figura 2: Esquema do rotor e do motor do giroscopio utilizado.

De forma a facilitar a demonstracao das relagoes pretendidas e por uma questao de coer-
éncia, utilizamos o esquema da figura 2 como auxilio para descrever o movimento do giroscopio —
considerando o referencial fixo XYZ e o referencial em rotacao xyz. Nota ainda importante para
os seguintes simbolos:

e () — Velocidade de precessao (em z) [rad/s];
e w — Velocidade de rotagdo (em torno de x) [rad/sl;
e 7 — Momento aplicado [N - m];

e 0 — Angulo de precessio [rad];




e 1 — Momento angular [kg - m?/s];

e J — Momento polar de inércia (em relagao a x) [kg - m?|.

Considerando a definicdo de momento angular temos que:

h=J&=ab (1)

Ao aplicar o momento 7 em relagdo a y, ocorrerda um movimento do eixo, correspondente a
df. Este movimento é denominado de precessao e ocorre devido & aplicagdo do momento 7 durante
um determinado periodo de tempo. Desta forma e segundo a definigao, temos que:

Ah = 7dt = be (2)
Considerando a seguinte defini¢ao para a velocidade de precessao (Q2):

. df
0=0=—
o (3)

e atraves das relagoes entre as equagoes 1 e 2 (soma vetorial de ab e b_é) obtemos que:

Tdt = Jwdf & Jw% = JwQ = h) (4)

Sendo T todo o momento externo aplicado ao sistema e através das equagoes lecionadas para
o movimento 3D de corpos rigidos, é possivel afirmar que:

—

- - dh

Ainda importante notar que é necessario fazer a transformacao do referencial xyz em rotacao
para o referencial fixo XYZ:

dt xyz N dtmyz

S

+0x (6)

No caso particular da rotagdo do rotor (w) ser constante temos:

dn - d(J®)

Deste modo, e notando que 2 = Q¢ e h=Js= Jwe, podemos reescrever a equagao 6:

dh L
— =0+Qxhs
dt xvyz +
& 7= Q€, x Jwe, = QJwe, = hQle, (8)

Logo, para uma velocidade do disco constante, o momento aplicado e velocidade de precessao
sao diretamente proporcionais. Além disso a constante de proporcionalidade direta corresponde a
uma funcao de J, h = Jw.




3 Experiéncia

3.1 Equipamentos

Na atividade experimental, foi utilizado o seguinte material:

Giroscopio elétrico Cussons P5377 (A - Figura 3);

e Tacometro otico Cussons P4740 (B - Figura 3);

Cronémetro digital com incerteza de 4+0,01s;

Massa de 90g para calibragao e equilibrio do giroscopio;

3 massas de 150g para aplicacao do momento.

Figura 3: Giroscopio e tacometro utilizados.

3.2 Medicao da velocidade de rotacao e precessao

A medigao da velocidade do rotor é feita através do tacémetro 6tico, ao colocar uma fita
nao refletora a cobrir uma parte do disco (que tem uma superficie refletora), a reflexao do feixe de
infravermelhos emitidos pelo tacometro é interrompida uma vez por cada rotacao. O tacémetro
regista os raios refletidos e calcula automaticamente a velocidade do rotor.

Ja a velocidade de precessao é medida de forma indireta, medindo apenas o tempo de um
ou meio periodo com o cronémetro.

3.3 Procedimento experimental

e Garantir que o giroscopio se encontra equilibrado, com o eixo rotativo na horizontal;
e Efetuar as medigoes:

Prender um dos bragos de extensao e colocar a massa de 150g;

Medir a distancia ao dentro de massa com o auxilio das marcas nos bracos;
Medir a velocidade de rotagao do disco (de rotagao propria);

Libertar o brago e medir o (meio) periodo de precesso;

Repetir os processos 1 - 4 com mais 2 distancias;

A S

Repetir os processos 1 - 5 com a segunda e a terceira massa.




4 Calculo teérico do momento polar de inércia

O conjunto do rotor é constituido pelo disco e por um anel (ver figura 4), feitos de latao
(p = 8410 kg/m?). Na realidade, dada a complexidade geométrica do rotor, sera necessario
subdividir o disco e o anel em corpos mais simples de forma a facilitar o célculo do momento
de inércia em relagdo ao eixo x. Assim sendo, é possivel visualizar o anel como um cilindro oco
(cilindro 4 — cor de laranja da figura 4) e separar o disco em 3 cilindros ocos distintos (cilindro 1
— vermelho, cilindro 2 — verde e cilindro 3 — amarelo da figura 4).

O momento polar de inércia de um cilindro oco segundo eixo em causa pode ser calculado
através das equacoes abaixo, com R — raio exterior, r — raio interior, L — espessura e V — volume.
O momento polar de inércia do conjunto ird corresponder & soma dos momentos polares dos 4
cilindros (ver tabela 1).
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Figura 4: Dimensoes do disco e do rotor e divisdo em cilindro ocos (mm).

1 1 1
J = §m(R2 +7?) = §pV(R2 +7?) = 51?)L7T(R4 )
V= L?T(R2 — 7‘2)

p = 8410kg/m?>

Rm| | r[m|] | L [m] J [kg - m?|
0.075 | 0.015 | 0.0044 | 1.836 x 1073
0.065 | 0.015 | 0.0006 | 1.411 x 10~*
0.015 | 0.004 | 0.036 | 2.395 x 107>
4 0.075 | 0.065 | 0.011 | 2.004 x 1073
Total 4.005 x 10~

W N =

Tabela 1: Calculo teérico do momento polar de inércia




4.1 Resultados experimentais

De forma a calcularmos o momento aplicado pelas massas adicionadas, utilizamos as equagoes:

F=7FxF
7 =riF; =rmg

x1 x2 Tl T2 73 T

0.21 0.309015 0.309015
0.25 0.367875 0.367875
0.27 0.397305 0.367875
0.3 0.44145 0.44145
0.21 | 0.25 0.309015 | 0.367875 0.67689
0.21 | 0.29 0.309015 | 0.426735 0.73575
0.25 | 0.29 0.367875 | 0.426735 0.79461
0.2 | 0.23 | 0.26 0.2943 0.338445 | 0.38259 | 1.015335
0.2 | 0.24 | 0.28 0.2943 0.35316 | 0.41202 | 1.05948
0.28 | 0.3 | 0.32 | 0.41202 0.44145 | 0.47088 | 1.32435

Para analisar os dados obtidos, falta-nos saber a velocidade do rotor (determinada experi-
mentalmente) e a velocidade de precessao (2

A partir da tabela anterior, construimos o grafico do momento aplicado em func¢ao do produto
das velocidades do rotor e de precessao. O declive da reta de regressao linear da-nos o momento

polar de inércia.

Tabela 2: Posi¢ao das massas e momento aplicado

)

7).

7[N-m] | wlrad/s] | Q[rad/s] | w-Q[(rad/s)?]
0.309 380.342 0.191 72.461
0.368 383.274 0.231 88.536
0.397 384.426 0.242 92.901
0.441 382.960 0.269 103.182
0.677 386.102 0.406 156.918
0.736 384.007 0.442 169.795
0.795 387.254 0.489 189.206
1.015 386.939 0.623 240.953
1.059 386.730 0.655 253.378
1.324 386.311 0.813 314.006

Tabela 3: Tratamento de resultados
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Figura 5: Momento aplicado em fung¢ao do produto das velocidades do rotor e de precessao

Analisando o valor obtido, verificamos que foi possivel determinar o valor do momento polar
de inércia com um erro de 4.6 %.

5 Conclusoes

Tendo por base a andlise feita no tratamento de resultados, através do calculo do erro
percentual entre o valor teorico e o experimental do momento polar de inércia (relativamente baixo:
4,6%) e a relativa proximidade dos valores da velocidade de rota¢ao do motor (aproximadamente
constante), acreditamos que foi possivel corroborar as previsoes feitas anteriormente.

De facto, através do tratamento dos resultados consegue-se verificar a existéncia de uma
relagao de proporcionalidade direta entre o momento aplicado e o produto das velocidades do rotor
e de precessao, sendo a constante de proporcionalidade direta o momento polar de inércia. Isto é
equivalente a afirmar que o momento aplicado e velocidade de precessao do disco sao diretamente
proporcionais, quando a velocidade do rotor é constante, sendo o momento angular a constante de
proporcionalidade.

Além disso, também foi possivel verificar que a ordenada na origem (8,037E-3) esta proxima
de zero, tal como esperado quando o produto das velocidades em questdo é nulo. Apesar do erro
reduzido, é possivel identificar alguns fatores que poderao ter efeitos indesejados na experiéncia:

1. Movimentos de oscilagao vertical indesejados, principalmente no momento ap6s serem colo-
cados novos pesos. Estes movimentos levam a uma diminuicao da energia relativa a precessao
e consequentemente a que velocidade de precessao seja inferior;

2. O recurso a um cronémetro manual pode levar a uma incorreta medicao do periodo de
precessao;

3. O posicionamento incorreto do tacémetro, causado pela instabilidade do suporte, ou o facto
de o instrumento nao estar a apontar devidamente para o local da fita adesiva, pode levar a
uma medi¢ao pouco precisa do nimero de rotacdes por minuto.

Ao mesmo tempo, foi ainda possivel confirmar que, devido ao elevado momento angular
que o disco do giroscopio apresenta, este instrumento possui uma elevada resisténcia & mudanga
de direcao, quando sujeito a perturbagdes pontuais exteriores. Desta forma, este demonstra ser
bastante eficaz em equipamentos que necessitem seguir uma trajetoria bem definida.
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