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1 Existéncia de zero no intervalo
Seja f(t) = y2(t) — y1(t) = t2 + sin(t) — a, onde y; = a — sin(t) e yo = t2. Queremos
verificar para que valores de a existe solu¢do para a equacao f(t) =0, com ¢t € [1;2].

A fungao f é continua, uma vez que é dada pela soma de fungoes continuas. Logo, pelo
Teorema de Bolzano, existe uma solucao da equagao se f(1) - f(2) < 0, ou seja, se f(1) e f(2)
tiverem sinais opostos.

f(1) =1+sin(l) —a
f1)=0=a=1+sin(1)

f(2)=4+sin(2) —a
f(2)=0=a=4+ sin(2)
e Caso 1: f(1) >0

e
a<l+sin(l)ea
acg

e Caso 2: f(1) <0
a>1+4 sin(1)
a € [1+ sin(1);4 + sin(2)]

Assim, I, = @ U [1 + sin(1);4 + sin(2)] = [1 + sin(1); 4 + sin(2)].

2 Convergéncia do método de Newton

De forma a podermos garantir a convergéncia do método de Newton para 7, é necessario
verificar as 4 condigoes suficientes de convergéncia.

A primeira condi¢ao foi verificada na pergunta anterior, na qual averiguamos o intervalo
onde f(1) - f(2) < 0 se verifica.

f(t) =t* —a+ sin(t)

F'@t) =2t +cos(t) >0, Vtel=]1;2]

Considerando a(t) = 2t e b(t) = cos(t) vem:

Uma vez que b(t) é continua, a(t) é continua e crescente, —1 < cos(t) < le 2t > 2, Vt¢&
I = [1;2], podemos concluir pelo teorema das fungdes enquadradas que:

—1+4+2<cos(t)+2t<1+4 & 1<cos(t)+2t <5 <1< f'(t) <5




Ou seja, verificamos a segunda proposicao:

fit)#0, vtel=[1;2]

A partir da expressao obtida anteriormente vem:

F(6) = 2 = sin(t) (1)

Uma vez que —1 < sin(t) < 1, entdo f”’(t) > 0, Vt € I = [1;2], estando, assim, com-
provada a terceira condicao.

Por ltimo, é necessario verificar:

s@l _, 1)
F@ <P o)

<b-a

Para tal, é necessario encontrar o intervalo de valores de a no qual esta condigao se verifica.
Deste modo surge:

||JJ:'((11))| - mw <l&[l-astsinl)l <[2+cos(1)] &

s 1l—a+sin(l) <2+cos(l) AN 1—a+sin(l)>—-2—cos(l) &
< a>sin(l)—1—cos(l) A a<3+cos(1)+ sin(1)

£ ()| |4 —a+ sin(2)|
7T T s )]
S4d—a+sin(2) <4+cos(2) N 4—a+sin(2) > —4—cos(2) &
S a > sin(2) —cos(2) A a <8+ cos(2) + sin(2)

<le|d—a+sin(2)] <4+ cos(2)| &

Assim, vem que
a € A=[sin(2) — cos(2);3 + cos(1) + sin(1)]
Uma vez que J = AN I, entdo,

J =[14 sin(1);3 + cos(1) + sin(1)]

3 Implementacao do método de Newton

A fungéo func_f é dada por y2(t) — y1(¢t). A funcdo devolve um valor para cada argumento
aet.

3| function y 1 =y 1(a, t)
P y 1 =a - sin(t)-;
3 end

Figura 1: Cddigo MatLab da fungéo y; (y-1.m)

|1 function y 2 = y 2(t)
2= ¥ 2 = &ty
3 end

Figura 2: Cddigo MatLab da fungéo ys (y-2.m)




1 function £ t = func f(a, t)
Pl ft=y2(t) —yl(ay t)s:
il end

Figura 3: Cddigo MatLab da fungao f(¢) (func_f.m)

A funcao func_df é a derivada da funcao func_f. A funcdo devolve um valor que depende
apenas da variavel t.

|1 Llfunction df t = func df (t)
2 df t = 2*t + cos(t);
i end

Figura 4: Cédigo MatLab da fun¢éo f’(¢) (func_df.m)

A funcao func_X recebe o valor da iteracao anterior do método de Newton e o valor de a,
devolvendo a iteracao seguinte.

1 function X nl = func X(X n,a)
24 X nl = X n - (func f(a,X n)/func df(X n)):
3 end

Figura 5: Cddigo MatLab do método de Newton (func_X.m)

A funcao func_e verifica se para duas iteragoes consecutivas z, e x,41, a desigualdade
|Znt1 — Zn| < € é verdadeira. Nesse caso, nao serdo feitas mais iteragoes.

I1 function truth = func e{(t nl, t n,e)
2= if abs{t.nl-=t n) < e

3 truth = 1;

4 — else

5= truth = 0:

6 — end

Tl end

Figura 6: Cddigo MatLab da fungéo de condigao de paragem (func_e.m)

A funca@o main recebe como argumentos o valor de a, a iterada inicial t_ini, o nimero maximo
de iteracoes N e o parametro € que define um critério de paragem do método logo que para duas
iteragdes consecutivas x,, € Tn41, a desigualdade |z,41 — 2, | < € é verdadeira. A funcdo utiliza a
instrugao while que apenas termina quando o médulo da diferenca entre duas iteragoes consecutivas
for inferior a € ou quando ¢é atingido o nimero maximo de iteracoes. Em cada ciclo da instrugao
while, obtemos uma nova iteracao através do método de Newton. Esse valor é acrescentado na
posicao n do vetor que a funcao devolve.




1 function vector = main(a,t_ini,N,e)
2

3 %nargin

4

5= truth = 0;

(T X n =t _ ini:

= X nl = 0;

= n=1;

g vector(n) = X n:

10

T1— while((truth == 0) && (n <= N))
120 X nl = func X(X_n,a);

13+ truth = func e(X nl,X n,e):
14— X n =X nl;

A5 n = n + 1Lj

16 — vector(n) = X n:

5lghi= end

18

9 end

Figura 7: Cédigo MatLab do loop onde sao convocadas as fungoes anteriores

4 Estimativa dos valores da ordem de convergéncia e do
coeficiente assintético

Executando o programa anterior com a = 2, € < 1071% e tg = 1 e com N um valor arbitrario
(apenas para forgar € como critério de paragem), obtemos a seguinte aproximagao ao fim de 4
iteradas: 7, = 1.061549774631384.

1 2 3 4 5

1 1 1.0624 1.0615 1.0615 1.0615]

Figura 8: Tabela onde aparecem os valores das iteradas no MatLab - maior precisao no MatLab

values = main{2; 1, 1000, 104{-10)):

Figura 9: Linha de cddigo que permite guardar o valor das iteradas e de 7,, guardando-as em
“values”

Sabendo que uma sucessdao X,,n € N converge para z com ordem de convergéncia p > 1, se
existir a constante positiva Ko, (coeficiente assintético) de tal modo que:

lim [z = @ni1] x"+11,‘ =Ko &
n— oo |z — xn|
o tim Lol (2)

n— oo |en|p

podemos utilizar a equagao 2 para estimar p e K, uma vez que e, e e,4+1 podem ser calculados
com base nas iteragoes dadas pelo método.

Deste modo uma abordagem possivel serd realizar uma regressao linear baseada na seguinte
relagao:

|en+1|
|€n|p

=Ko & |lenti1]| = len]’ Ko &




S lent1] = lenl! Koo &
S nle,r1] =In(le,|’ K) &
S nlepri| =n(le,|’) +In(Ky) &
< Inlent1] =pln(len]) + 1In (Ko)
Isto é:
y=pr+InKy

onde p corresponde ao declive (m) da reta e In(K ) & ordenada na origem (b). De forma, a obter
os valores pretendidos foram desenvolvidas as seguintes fungoes em MatLab:

"y

/Cdalculo do walor de z através da funcdo da alinea 3) e atribuigdo do wvalor & variavel "z
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z_vec = func(2, 1, 1000, 10~(-36));
z = z_vec(size(z_vec,2));

/Calculo das iteradas e de tau_a
values = func(2, 1, 1000, 10~(-10));

Zloop para o calculo do erro absoluto
for i=1:size(values, 2)-1

dif_answer(i) = abs(z - values(i));
end

%#loop para calcular o ln do erro

for i=1:size(dif_answer,2)-1
vec_1(i) = log(dif_answer(i+1));
vec_2(i) = log(dif_answer(i));

end

/Regressdo linear
exec_pol = polyfit(vec_2, vec_1, 1);

exec_fit = polyval(exec_pol, vec_2);

/#Calculo do coeficiente assintético
K = exp(exec_pol(2));

ZAGrafico corresponde 4 regressdo linear
plot(vec_2, exec_fit);

hold on;

grid on;

plot(vec_2, vec_1, 'o');




Para os valores fornecidos no enunciado foi obtida a seguinte regressao linear:

5 T T T

|—y=2.0005x-1.5038

Infe )

In(en)

Figura 10: Grafico da regressao linear obtida, y = 2.0005x — 1.5038.

Uma vez obtidos os valores do declive (m = 2.0005) e da ordenada da origem (b = —1.5038),
podemos finalmente, estimar os valores de p e de K.:

e p =m = 2.0005 = 2, ordem de convergéncia 2.

eln(K)=bo Ky =e?=e 1998 o K ~0.222.

5 Ordem de convergéncia esperada

Sabemos que, se f € C% em I e f'(z) # 0, entdo o método de Newton, quando converge,
tem ordem de convergéncia igual ou superior a 2 (p > 2). Como anteriormente (cf. 2) verificdmos
que as duas condigoes referidas se verificam e que o método converge, serd de esperar que o método
tenha convergéncia pelo menos quadratica. Além disso, tendo em conta a seguinte equagao:

_ "
i 128l _ 1)
w o —anl  2[FC)]

também podemos verificar que para o limite ser > 0, ou seja # 0, serd necesséria f'/(z) # 0. Tendo
em conta a equagio 1, e sabendo que —1 < sin(t) < 1, torna- se evidente que a condigao f/(z) # 0
também se verifica no nosso caso. Assim serd expectavel que a ordem de convergéncia seja p = 2,
o que corresponde ao valor obtido em 4.

Conhecendo o valor de p é ainda possivel estimar K, através de outro método. Na realidade,
visto tratar-se de um limite, sera de esperar que utilizando apenas o valor das ultimas iteradas para
o calculo dos erros, obtenhamos uma boa aproximacao do coeficiente assintético com a seguinte
expressao:

lensa| . [5.5511e(—15)]

- ~ 0.222
lenl” " 1.5797e(=T7)|

o0

Tal como esperado, K, é uma constante positiva, o que corrobora p = 2.




6 Intersecao das funcoes y; e y» com dependéncia de a

Queremos agora determinar os valores de 7, para a € J, isto é, g(a) = 74, com um
espacamento nas abcissas de 0.01 e um erro € < 107°.

A medida que esta variavel se altera, a fungao y; vai sofrer uma translagao vertical linear-
mente dependente de a.

Ao nivel computacional, optou-se por realizar um loop que vai utilizar a funcao desenvolvida
na alinea 3) para calcular uma aproximagao de 7, para cada valor de a. Basta escolher um valor
para tg € I e armazenar o ultimo valor do vetor solugao da funcdo da alinea 3).

Para visualizarmos onde é que estas interseces ocorrem na fungao y;, basta obter a imagem
de 74, y1(74), e representar num grafico.

Assim, fazendo o grafico de g(a) = 7, e de h(a) = y1(7) num mesmo plot, obtemos o
seguinte resultado:

35

o@=r,
n(@) =y, (r,)

Figura 11: Gréficos de g(a) = 7, e de h(a) = y1(7a)

1- a = 1+sin(1):0.01:3+sin(1)+cos (1) ;

2

3= for i=l:size(a, 2)

4 — vector = main(a(i), 1.5, 10, 10~(-5)):
5j|= res (i) = vector(size(vector, 2)):

&= end

7

&= plot(a, res, 'LineWidth', 2):

@)= hold on;

W= grid on;

il |= plot(a, y 1(a, res), 'LineWidth', 2):

12 — legend('g(a) = \tau_{a}', 'h(a) = y 1(\tau_a)')s

Figura 12: Cddigo MatLab para obtengao dos plots de g(a) = 7, e de h(a) = y1(7,) (inter_a.m)




7 Andlise da funcao da alinea 3) para valores ¢, ¢ [

Determindmos na alinea 2) um intervalo para os valores de a para os quais se pode garantir
convergéncia pelo método de Newton para uma aproximacao de 7,, que corresponde a intersecao
entre as fungoes y; e ya no intervalo I = [1,2].

Se utilizarmos a funcio desenvolvida na alfnea 3), com a = 2, ¢ < 107° e t; = -0.5, ou seja,
com tg ¢ I, obtemos alguns resultados interessantes:

e<107°
‘rTL
-0.500000000000000
-18.7116663526949
-9.15259657766104
-4.92280708232712
-2.51411282311604
-1.87454001750679
-1.73628589923619
-1.72849142384347
-1.72846631925768
-1.72846631899718

O© 00 IO Uik W = O3S

Tabela 1: Aproximacdo do valor da intersecao das fungdes y; e yo para tg = —0.5

>> main(2, -0.5, 10, 10~(-5))
ans =

-0.5000 -18.7117 -9.1526 -4,9228 -2.5141 -1.8745 -1.7363 -1.7285 -1.7285 -1.7285

Figura 13: Cédigo MatLab para obtencdo de uma raiz da fungao f(x) com ¢ty = —0.5

No entanto, como a fungdo f(t) ndo foi analisada analiticamente fora do intervalo I, nio
podemos garantir a partir deste resultado que vai existir sempre convergéncia.

Se top = —0.3, o método de Newton volta a convergir para os valores obtidos na alinea 3):

e<107°
T
-0.300000000000000
5.90684977241873
3.35474045615803
1.77718099044896
1.13911884757442
1.06278033498414
1.06155010116542
1.06154977463141

N O U W N~ O3

Tabela 2: Aproximacdo do valor da intersecao das fungdes y; e yo para tg = —0.3

>» main(2, -0.3, 10, 10~(-5))
ans =

-0.3000 5.9068 3.3547 1.7772 1.1391 1.0628 1.0616 1.0615

Figura 14: Cédigo MatLab para obtencao de uma raiz da fungao f(t) com t; = —0.3




Se tracarmos um gréfico da fungao apresentada na alinea 1), f(t) = y2(t) — y1(t) e para
a = 2, é possivel notar um minimo relativo incluido no intervalo | — 0.5, —0.3[. Caso o método
se aplicasse exatamente nesse ponto onde a derivada de g(t) fosse nula, o método de Newton nao
iria convergir para nenhum valor dado que a reta tangente ao grafico nao intersetaria o eixo das
abcissas, uma vez que seria paralela ao mesmo.

8

Figura 15: Gréfico de ya(t) — y1(t) com a = 2

= x = -3:0.01:3;

2

3= plot(x, func f(2,x), 'LineWidth', 2);
4 — hold on:

5= grid on;

6 — yline (0):

Figura 16: Cddigo MatLab para obtengao do plot do gréfico f(t)(t0_not_belong.m)
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