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Parâmetro adimensional. No enunciado de alguns problemas será usado um parâmetro adimensional � obtido

a partir dos números de alunos dos membros do grupo. Para um grupo constitúıdo por N alunos, seja ni o número

que se obtém a partir do número do aluno i mantendo apenas os três últimos algarismos. Seja

p

N

i 1

ni.

Seja q o número constitúıdo pelos 3 últimos algarismos de p. Então, �
q

1000
.

Exemplo. Um grupo é constitúıdo por 3 alunos:

A, com número 100123 nA 123

B, com número 101412 nB 421

C, com número 90321 nC 321

p nA nB nC 16622343 q 343 �
q

1000
0.343

� do grupo. Calcule o � do grupo de acordo com a fórmula e exemplo acima e indique-o na caixa:

� do grupo
1

6

103354 (openso Gouveia Faria 4

102939 Mariana F
. Alves C

. Pines 4

103225 Tiago Cruz clamote 4

p = 354x939x235 = 94735710 =by
= 710 =xX = 5 = 9710,

0
,
710
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Pana o valonde X = 0
. 710 temes o seguinte udampasa a constante de Jacobi :

C =
10

. 710/10) - 1 . 7277 = - 1
. 6567
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i) Observando a figura, temes que esta e simetrics segundo os eixcsm ey, lego a

centro de massa da mesma Situa-se nacrigem do Referencia
,

is to e
,

coincide can opanto C .

ii) Navamente
,

camo a figure esimetrica segundo i ey ,
e considerando que a primaries

se encontrom alinhodre camo centric de massa ,
no eixom

, temosque o primpic 1 coincide

camo panto D (comabcissa paitival e0 primnio2 coincide ca B ( abecissa negativel .

iii) Os pantos trngulones de Lagrange sai denominals de Lye 15 · Cada un des pantes

triangulares Farme um triangula equilatenc cam as premonic ,
como Representado a azul claro

na figura . Deste modo
,

em conformidade cam o Referencia definido
S

temas que o panta claro.

triangular Ly coincide cam F (encontrouse no semi-eixo paitivo de yl t o panto triangular (5
coincide cam G (encontra-se no Semi-eixo negative de y) .

iv) Os pantos colineames de Lagrange sai denominade por Ly , he ly . Estes encentramuse

no mesmo eixo
gue as primonies eque o centric de massa . Deste mode

,
Consideranda L , come o

panto aclinear entre as primonics 1 e z temes que este coincide cam o centre de masse
,

isto

e
,

camo panto C . O panta calinean 22 Situa-se alem do primeric de menon massa
, enquanto que 13

~

Se situa alem do primario de maich massa . Como
,

neste cao
,

a primnics tim masses guais [visto

a figura ser simetrica Relativemente a ambe as eixce i cyl podemas tens Lely a cainsidie can

A e E
, respectivemente ,

tanto camo o simetrica 2
a coincidie cam E e by a coincidie cam

A
.

Pana este trabalho inemes assumina convensac de
z

= A e by = E
.



b) Pana o valonde X = 0
. 710 temes o seguinte udampasa a massa told do Sistema :

m = (2 + 0.710) xm
.

= 2 .710 x 1
.9885x10kg = 5

. 388835x100kg

i) De acado can s panimetns de

adimensionalizagieemerewe are at sindas primories ,
notando que "" conresponds

ciund utilizada was trabolhas anteniones) :

(1) m
, +M2 = 1 (adimensionalizes da massal

M2 I M2 = M
(2) m

,
+ Me

M
,

= m1 = 1 -

M
(3) m

,
+ M2

Como as masses das primpics se ifucis , podemas determines In
da Seguinte farma :

M
,

=

My ( ) 1 - M = M
=b 1 =

2 =DM = E
= D m

,
= My = 1

2

ii) Came se vin anteriormente na alinea al
,

os paimias tem masses igueis ,
deste

modo
,

as such messes sai dodas pas :

mpnimping =

Mpnimini
= M+ctd = 5. 388835x18g = 2

. 6944775x18g =

2 2

30
-DM primping =

Mprimonia
= 2

. 6944 x 10 kg

c) Deacondo com o problema das 3 caspas ,
as pants de Lagrange calineanes sai sempre

instaveis ,
deste modo

,
L
, Lely sai consideredes instaveis

, independentemente do volo de M
la massa dimensiona do primcnic 2)

.

Relativemente ass porta de Lagrange triangulares (Lye 25) estespodem sertant estiveis came instaveis
,

sendo hi estabilidade caso as masses da primnics sejam suficientements diferentes (a messa

de um ter de ser inferior a aproximadamente 4 % do messa do atral . Perpente una perturbac
S

temes a segcinte ejugc caracteristica que descreve um problema de vetenes proprice pala A
.

->

(4) Gr = A .
ent

Desenvolvendo o problems teme a suc simplifies para a sequinte equagc quadnatica ,
Relativemente

a x2 :

-



(5) (2) + (2 - 27.p(p - x) = 0

Da suc souge teme :

(6)
= z) - 1 =

1 - 27px1 -x))

Da expresso (4)
,
conolines que , pana hoven estabilidade

,
temes que gamentin que os expeentes

S tem de ten parte Real negative au senem imginonica puncs . Se estas condicies is se venificarem
-

a pante rea de ) Seria positiva e consequentemente Gr inia Crescen de forma indefinida
,

afostanda-se do panto de Lagnange . Assim :

Limite de estabilidade : 1 - 27p(1 -M) = 0 ( > 1 - 27 + 27p2 = 0 =D Monitis-
=

((q)<1) =b Mantica,

= 0 . 0385209
; Monit,

=
0

. 961479

cam base nestes values e substituindorcs na equage (6) concluimas que a pantes trinjulanes sai

estaieis pasa />0 .0385209 or M) 0 . 961479 . Camo M =I considerando o problems de 3

caspas perfecto ,
vemas que este nas perfence : game de valces de Mpana a queis Ly els sai estireis .

Assim
, podemes concluinque ,

neste caso
,

as pantes de Lagnage triangulares Ly el5 nie sai estreis .
Em sumes

para esta figura tedcs as pantas de Lagrange sa instaveis .

d)

i) Estando a sanda
,

incilmente
, num panto extension a zona precibida Representada no imagem,

er passivel esta ating in es preimanics ,
una ver gue existene trajetinic passivel (passando pela

pequenc abentia em E au em Al atravis da gud a sanda as stinge evitando zanas precibida .

ii) De accede com a imagem ,
not existe neuhma trajectoria alternative pana a sanda que nat passe

par zonce prcibides ,
ua ver que o pante trainingular Ly se encantrie numa densa regic destas . Deste

modo
,

a sanda nat podenc ating in a panto Ly .

e) O centra de massa ten accredencdes (n
, y)

= (0
.0)

,
coincidindo este cam o panto c .

Pana as distancies do primeinc primsio primnic e da segunda primanic co contro de massa
,

teme I =(1 -

M ,
0

,
0) er =(M ,

0
,

0)
,

de accodo cam a convenie . Deste mode
,cm -primian CM - primpic

Recommenda as sequintes formulas do farmulinic
, podemes obtence volches de re Ve ,

as queis varas precise

para abtes a velocidade pretendida . Considerondo M=1 da alireabl temss :

(M =E)
(7) 4 =

(n - x) + y + z2 -B Y =

(0 - 1) + 02 + 0 = I

(8)k = (n + 1 -x)2 + y) + z2 - k = (0 + 1 -1)2 + 0 + 02 = I



Do farmulinic temes a sequinte expressi para o integra de Jacobi em fungee da velceidade

medida no Referencia em Rotacca :

/

(9) C = +22 - + (n2 + y2) - 1- M -

IVe

substituindo pelas volores antenionmente obtides e pela constante C do enunciade
,

obternes

· volce posa o modulo da Velacidade da sonda
, grande esta passa num determinade instante

pelo centra de massa :

r = Y = I
( = - 1

. 6567 3 - 16567 = 12 -
+ - 1 - 2 - )

CM(2, 3) = (0
, 0) 112

( =) - 1
.
6567 = 22 - 2()2= 0. 222613299 =DUsada = 0

. 22861

2
De accede cam a dador do enunciado podemas candunge estames penante um problema

de viagem interplanetaria ,
a gud esto dividida em 3 pantes .

Se una sonda estiven suficientemente proxima de un planeta ,
a fasa exencida na mesma pelo

planeta contribuir muito mais que a faga exercids pelo sol la qual pode sen despnezedal .

Tratondorse o problema ,
deste mode

,
come un problems de 2 caspos (planeta + sandal . A zona ande

estas caracteristica se verifican er designeda de zona de influencia .
Esta apnexima, e frequentemente utilizeda

em viagens interplanettias (como neste nasso cao)
,

visto que pretenderse que a sanda se apraxime or escape

de um determinade planeta ,
isto e

,
a tempo de passagem desta pelo planeta muito inferior ca tempo da viagem ,

levando a que o enno inducide pos esta spreximacas seja muito pequenc .

Pana este problema temas as sequintes 3 fases da viegem interplanetaria :

-> Pantido do Tenna :

De acado cam a definical consideno-se que tude a que acontece nesta fase accntece no panto de partida ,
S

Segundo a perspective do Sd . Tamber temas gue a sanda chegaa infinito quanda excapa do planeta, isto e
, a

velocidade da Sanda no panto de partida relativemente as planeta e doda pas Vas
.

-> Transferencia heliocentrica :

Neste asso connesponde a uma transferencia de Hohman entre panten ,
unde se encantnam

a planets de pantida (Tennale de chepada (Mantel . As onbites das planeta sai

consideredas come sendo circulates ,
o que resulta nos mesmas gules

heliocentrices e igua geometric de transferencia .

-> Chegada a Mante :

Considerondo-se gue a sonda vem de infinite cam velcidade was relativemente as planeta em que

se encentric subne a assimphota da hipibole ,
exctamente come visto na partida .

S
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De acando com as dedes do enunciada
, podemas representanc problems da Seguinte farma:



CHEGADA A MARTE

- ...

- W

hiperbole de Mhtt"chegado a Marte
~ -> capopside da Orbita eliptica de transferencia

7 V
L ⑧⑳&&.

mante

de Mante Um

·

transferencia heliocentrica
zona de influencia

H

I--a
- sch

/ W

-

"
PARTIDA DA TERRA Zana de influencia

Tenna da Terna

--

. L

penipside da Orbita ~ :↳I

-·-e
elitica de transferencia

"..- S hiperbole de

pantida

Neste Problema ,
vomes utilizam a referencid ere e

. Em cada parto ,
E tem direc

I /
-

tangente a cincunfenencia e er seri perpendicular a ea camo demonstrato sejuidamente:

ser

: '

a) Tal camo para o asso da Terna
,

a Orbita de Marte e apreximadamente circular
- Deste made ,

podemas condin que o panometa do semi-eixomeion ea recio de Marte sas ignais , logo

AManse= Mante = 1 . 52 u . a (midades astronomical .
Para calculato periodo crbital de marte vares

reconnen a seguinte formula do Formulaic (usando a notage de "M" came se referinde a Mantel :

qu)CM=
TMante= *. (*Y = 24 x (1 . 52 x 1.

496x1684m
= 59143521 . 243 = D(10) T = 2π

·

a412
= B

M 1. 327 x 10"km/s2

= Tante= 5
.

9144x105 = 684 .
53 die Solanes medics

Considerando tambem a segunda lei de Newton e a formula da gravitagc universal :

-

(11) F = m. (12) FCr) = m
,. m

,
6 Er

r2

2
" LEI DE NEWTON

FORMULA DA GRAVITASA
UNIVERSAL



As ignolanmes (II) a (12) e subsituindo a acclenags pela expresses da acelenaces centripeta
a = Dedemen obten una equages que na permita obter a velocidade pana ombites circulanes

and "o panimetic gravitaciand dodo par M = m . G :

13)
(1) 2F = m. (= >

m
= m

, M2 6 / v m
, , M2 .

6c= 3 m - [= !
2 >

/12 r ↓Y

(=) V = m
,.

6 = v = M
VELOCIDADE3

(13) ORBITA CIRCULAR
Le W

C

Deste medo
,

a velocidade de Mante medida no referencia fixe cama so e deda pas :

VM = Mo = 1
. 327 x 10 km3/s2

= 24
. 15727097 kmIS =D

Um = 24 .
157 km/s

Em 1 . 52x 1
.
496x100km

A

dinega e

sentido de E

Relativ
.

Co Sa

3) Pretenderse utilizan una ombita heliocentrica
que minimized gato de propelente .

Came versificado no

primeino projeto,
a transferencia mais eficiente panceste caso e a transferencie de Hohmann

,
come ja se encentre

explicito na imagem da transferencia interplanetanic em si .

i) De acando com as formulas da energic podemas ,
necommenda a um balengo de energic ,

abter a euass

vis-Viva , que voi sen til neste problema ·

2 I I
(2) T(r = 2 = M

I
& = T(rs+VcrI = - =
BACANSC DE ENERGIA

ENERGIA CINETICA

=D v =22M = i)
(15) Vir = -

r

ENERGIA POTENCIAL = v =

zm a

(17)

(16) & = T(ri + Virl- EQUA VIS-VIVA

Utilizando a equagc vis-Viva (It podemas calculan a velceidede da sanda na cubita de transferencia

heliocentrica na partida ,
relativemente a sel (UAPantidal .

Panc isso e necessinic tambem calcula o

Semi-eixo maio
,

a
,

da onbita de transfenncia -sendo que este e dado pela sequinte

expressa visto que se tracta de una transferencie de Hahmenn :

S

(12) Ap = ro + Vm = (1 + 1 .52) x 1
.
496x100km

= 188496000um

2 2



Assimi

Upantide 240 i ai

- 2 x 1 .
327x10km/s 1

- 1 -

1
.

4 96x108 m 2 x 18849600Chm

= 32 . 71193135km/s

A velocidade da Terna
,

relativements ac sal
, Represented par e e doda

pela formula da velocidade pasa anbith circulases (13) :

* = Mo = 1 .327x10km/s2 = 29
. 78308388km/s

Ve 1x 1.
496x108 um

Guando a sanda sai da zono de influencin da Tenne ,
considererse

que este ja esta em infinito

Relativamented Tenna
,

cam relacidade Vos.
. Assim

,
a velcidade da sanda na hipenbole

de escape ,
calculada anterionments pana a pantida da Terana

,
Resulta da soma da velocidade

Eo com a velccidade da Tenne em melac ac Sa :

->
>.

Woot ↳

pantide

Deste mado
,

a velocidade de Sanda
,

Relativamented Tenna
,

cam que esta tem de parative da zona

de influencia e deds por (Nota .
O Indice superion"+" inc nefenin-se daqui em diante a bita de Partidal :

v
APartida= Y+

+ 2 =xUx+ = Uppantide-Vg
=D

= B Y
,

+
= 32 . 71193135km/s - 29

. 78308388km/s = 2
. 928847467 um/s

=

=D 2
,

+ = 2 . 9288 umIS

No gue Loca a dinecc e co sentide
,

esta tem

a mesma dinegs e sentido que a velecidede

de Tenne ,
como exemplificada na IMAGEM DA PARTIDA

e na imagem anteriou cam a representa,as das

3 velccidades.

ii) Caso Mante no se encontrasse no panta da Orbite pretendide no find da viagem da sanda
,

esta
, pana se nesdveno problems,

tercia de entran na mesma ombita heliocentrica que Mante
,

na gud

a su velocidade seria ignal velecidade de Mante em relaces casd . Pana isto e necessario

um determinedo ou
que permita a sonda obten esta velccidade :



I = v
M Achejada

+ OW s vanice de velocidade
necessinia

W

velccidade de Mante , velccidode heliocentrica

em rela ac sa do Sanda no chegada

Podemos obten a velocidade heliocentrice de Sanda na chegada a Monte
, chegade ,

Reconnendo novements : equi vis-Viva (17) :

v = 2401 - 1 = 2x1 .
327x10km/s 1

- 1
Achegeda Um 29H

1 .52 x 1
.
496x108km 2 x 18849600Chm

-

-
21 .

52100746km/S

-Caestevalore cansvelcidadede Matemala Sa ,
calculate na alinea al

, pee see

/

Ov= v - VAchegide
= 24

. 15727097 km/s -21 .
52100746 km/S

= 2
.

5362635064m/s =1
M

=D Or = 2 . 6363 UmIS

c) Pana o valonde X = 0
. 710

,
temes o seguinte udampasa o raio da cubita de pangneamento :

p = (1 .
1 + 0. 710)R * = (1

.
1 + 0. 110)x 63784m = 11544 . 18 um

1) Reconnendo navemente : imyer de pantide referented fase da pantida :

Orbita de

assintata -

. S

openinside
7

parqueamento :

i
de paratida

i
Panqueamento

meng Para o SalMe-⑤&=@ ↓

⑧
S I

↑

hiperbole I&
de partida ~ velocidade da I

RelativamenteTenn Sch

....
f
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-
-

-

-------

Velocidale hiperbolica v I
C

Relativemente Zana de influencia
a Tenna da terzna



Em condices ideais
,

a velocidade da hiperbole de partide ,
Relativemente a Tenna

, tenia

a mesma direc e sentido gue a velcidade da Tenne em nelas as sa .

Admitindo ge a sonda poste de abita circular de pangneamenta de raio (p=11544 · 184m
,

a sua

velccidade nesso orbita
, V ,

dada por (13) :

z
+

= ↑⑰ - 3 . 926x184m/52 = 5
. 276071915km/S

C

up 11544 . 18 um

A necessaria pasc a sanda excapa de zona de influencia da Tenna ,
calculida em b) i)

,

connesponded Velocidade do Orbita hipembolica de partida pasa ve as
,

obtida atmoves da equages

vis-viva . Reconnendo a estas
, pademes calculas o valu do Semi-eixo meic ,

at
,

da ombita hipembolica

de partida da Seguinte Fama :

~Trea = zMe ="Eat =Dust = - Moc= 1 a =
-

Me -

r at (pt) I 2 . 928847467 umIs(

I
- 3 .

986x10 um"Is =Dat =
- 46466 . 90917km

2
(2 . 928847467 umIs (

Nesta transferencia , a sanda parte da percipside de bita hipembolica .
Deste modo

,
a velceidede de

sanda neuse parto ,
"

,
e deda pela equac Vis-Viva .

jet I - 2x 3
.
986x105 kmb/s x 1 -

1
Ik =

2qe 2 at 11544 . 184m 2x1- 46466 . 909174m)

'enunciodo

= 2
,

+
= 2

.
211849301kmIs

Destemado
,

a uniaa necessinia or que a sanda deve fornecen para esta entrce

huma orbita hipembolica que a leve co destino , nestas condigies ,
resulta da subtrac entre

/

a Velocidade da Orbita hipembolica pretendida cam a velccidade

Assim
, a vanic de velocidade necessaria or sameda do modulo da velecidade da

S

Sanda no panto de partida (no imbits de pangneamento ( resulta no volan da velocidode

da Sanda no ombita hipembolica que a leva so destino pretendido . Cam isto
,

calculomas

or da Seguinte Farme :

+ =
,

+ ov =Dh

=Dov= 2
,

+
- 2

+
= 2

.
211049301km/s -5

. 876071915km/s = 2 . 934977386km/S

=D WU = 2 . 9350km/s

>dineco e sentido de cando cam

->

Dup Representada na imagem



ii) Da clines enterion obtemes o panimetno at
, que connesponde co Semi-eixa main da nbita

hipembolica em estuda :

at =
- 46467km

Na peripside da mesma ,
temes gue a anomalia verdadeine i c = c .

Reconnenda ca famulirio , pademes obter a excentnicidade pedida /
et

I
atnoves da ejugs de

ombita pana estes values

(19) r = P

1 + ecoG r = a(1 - e EGUACA

(20) p = a(1 - e) = 42
3 (21)

1 + ecosG DE ORBITA

M

(21)

G = 0 =D Up = a
+ (1 - e

+ 2) = at (1 - et) ()

1 + et ca oa

( ) et = 1 - rp =1 - 11544 · 18 km = 1 . 248438732 =D

at - 46466 . 90917km

= et=1
. 248471

,
deacade cam as values para a

excentnicidade de bite hiperbolicas

iii) Pretendemas calcula o anjulo entre a dinece da velceidede datenna relativemente as

->

Sa
, Ve e a linka que me o centro da Tenna so panto ande se do o impulso or

,
linke esta see

connesponded linka das apsides , visto que o impulso do-se na penipside ,
came demonstrodo no sequinte

desenho :

"
~Parea

Orbita de c ↑-
linka das apsides

panqueamento ↑

natS Et i Zona de influencia
-e~° da Tennawit

A un
Peripside&

L
oh⑧

I ! t

assintata de paratida -
Wo

- - e

Neste
, o angelogue pretendence calculas e ijua so gulo st que , pas sun vez

, connesponde as injula entre a

assintata de partida e a linka das psides . Deste made
, pass obtenmas volar de A basta calculormes a

Vale de Gast .



Panc o calcula de Got ,
considerame a sonda can unc distincia tenden pana infinite

,
rece .

Assim
,

reconnendea

equago de Orbita (21) e com esta considen podemas obten a dan da ngulo de Seguinte maneins

r = a(1 - e2)(i) caG = all-el-1 =DG = ancos all-el - 1 =D

1 + ecdG
er e re e

,
, poi co

=D &I = ancas at (1 - et2) - 1 -anco I = ance s
- 1 =D

Yea at et 1 . 248432732

=
= 143 . 2257458 = 2 . 499760832Red

=D x = 143 .
230 = 2 . 4998 Red

d) Nesta questac , voma Reconnem a sequinte imagem das aulas tecnicas
,

came auxilio a nesducam

do problema :

Mars,
arrival

Mars
,

Mars
,
departure

0 Mars,
0

Earth
,

· departure ~

I ↳

021 arriva Earth
,

- departure
arrival

g
o

~

3

Ez O,
r C

Earth
, departure Earth

,
arrival

i) vance admitie que a Sanda poste de u cento panto da Tenne num determineda instante e que

no fin da suc desloca ,
atnaves da transferencie de Hehmenn

,
esta chega em Monte apas um

tempo de vicgem , to
, avansando on singula heliocentrico i rad .

Nesta imagem temes que no momento da pantida temen que a lenna e Mante fazem um angula
heliocentrica que connesponde a E,z , ande :

(22)
T - Giz = hm . tr

Nesta expressio temee presente "M , que connesponded Frequencia de revoluc de

Marte em tano do So :

(3)
Um

=

It

Esta consideracies sa importantes pais , para Mante se encontron no apager da nbita

elitica heliocentrica de transferencia no fir da tempo de viagem da sande
,

este tem de

avangen un determinado angulo dado pela subtraceI- G,2 . Semelhate a este
,

a

Tenne Lamber avanga um angula Es desde a partida ot a Sanda chega a Mante
; singulas

estes que temes de ten em conta neste problems ·



De acado com o formulatio
,

temes a seguinte formula que no permite calcula a frequencia

de Revoluci de Mante a volta do Sa :

(2u) n = E & a obita heliocentrica de Mante e circula
, logo ,

na expresse , am= Ym .

=D

=D "m = Mo I 1
. 327 x 10 "um3/s2 = 1

.

062362395x17 RadIS

rm 11 .
52 x 1.

496x10um

como a bita heliocentrica da viagem interplanetar e uma transferencie de Hohman
,

ente

o periodo do mesmo e dado pon (10) :

apenas se penconne meicelipse
,

calclade embl
7

31 3/2

Tr = I =1
.

2π ai -

Te
Ar = ↑x (188496000 um) =D

2 2 Mo 1 .
327 x 10 " km/s

= D Tr = 22318634
.
46 s

com esten volones pademes findmente obten a voledo ingula heliocentnico pretendido, Enz :

I - G =

Up - tr =D Gz = T - Nm .
te =

= G
,z

= I - 1
.

062362395x1 ncd1sX(22312634 . 465) = 0
. 770544858ned = 44

.
14996933

=D G
,2

= 0
. 77054Rad = 44

.
149"

ii) Pana Lancan
,

navemente
,

a sanda de Tenne bastage o singula heliocentrica Se Repita , logo,
/

c intervalo de tempo necessario paco no largements connesponde co peniodo simdico entre

a Jenna e Monte .

Calculando a Frequencies angulanes de Tennae Mante em tanno do Sa
,

tema
, par (24) :

↳ - Mo = 1
. 327 x 10"km/s2 = 1

.
990847253 x 187 Radis

3

re (1x 1 . 496x1024m)

n = 1
.
062362395x 185 nodes (obtide em is (

Sendo o penicda sindica dado pas Tsindia = 2π ande n
, cannesponde a difening a

entre no e hm ,
obteme : ns



Tsindica = 2π = 2i
=D

Ra - YM 1
. 990847353x185 RodIS - 1

.
062362395 x 17 neds

=> Tsindic =
67671337

. 72S=723 . 2330761 dia solares medics

= Tsindica = 6 .7671X18s=723
. 23 dies Solares medics

iii) Camo vimos anteniommente
, apos a sanda dan inicia sua viegem a Tenna vai pencennen um determinado

cngulo , Representado pus 1 ,
ate a Sanda atennes em Mante . No fin da

viegem,
tem-se que a Sanda

avansou un ingula de Freed · Destr mado
, podemas ven que o singula heliocentrica entre a venna

- Marte
, quando a sanda chega a Manis e designedo de Ob edodo pas :

Mars,
arrival

0 Mars
,

Entr

pr

· departure De accodo com o sentido don ingula na imager :

, 012
⑧ *

2

& Oz = Op(achejadal - G(chegadal = D
0

Sun

Earth
, departure

=D ⑦z = T - Gel (25)

I
Pana obteno voloe do ngulo G, Ie a Tenna penconner, vanue recommem a mesma

famuls utilizada pasa Mante na alinea i)
. Semelhaute a (22)

,
o ingula que a Tenne avango

durante o tempo da viagem e dada pas :

126) G I no .

t
21 v

Reconnendo a Seguintes volosen
,

calculades em aliness anteniones
,

abtem-se :

ho = 1
.
990847253 x 187 Radis to alinea ii)

Tr = 22312634
.
46s alinea i)

⑦ I No tr = 1
.
990847253 x 18 ncdIS x 22312634

.
46s = 4 . 44330055 Red .

21

Com este
, podemas cololas o singula entre Tennae Mante a chegada :

-

= T -- I i - 4
.
44330055Red = -1

.
301712846 Rod

3 21



Na chegada da Sandaa Mante tema entrge a Tennae Mante fazer um angula heliocen-

trico
, E3 ,

e as distancies entre estes e o sa podem Sen Representada da

Seguinte fazma :

CHEGADA A

MARTE S d
I .

M
~

x b
- T -

-

I

dim L

↳M O3 ·

:
·

TERRA GUANDO A
M E3

,
rm - b

n0
SCNDA CHEGA r im

It

O

W

-
..

A MARTE
rt -

3
Mante :

⑪
· S M

Tenne

diM

Deste made
,

temes tuds a que precisares para calculas a distincia de Tenna a Monte na

chegada do sanda
, dim :

& volcs em modula ·

x =
r XSenEz = 1X1.

496x18km x Sen(1
.
301712846Red) = 144216637

. 4km

b =Yo . (08 =
1x 1.
496x184mxcx/1

.
301712846Rd) = 39770862 . 33km

(dNT) = x + (rm-y)2 =DdMT = x2 + (rm - b12 =D

-D du= (144216637.
4km12+ (1 .52x1 .

416x18km-39770862. 33km)2 = 236643465. 6km

Par fin
, posc colculomas o tempo que as comunicacies da Tenna demonom a chegn d sanda

quando esta chega a Mante
,

bosta reconemmes a 'velocidade da lue
, cajo vda vares

considence ,
C = 299792458 MIS :

-

C = d+M =) Ot
,omunicacies

= dTM = 236643465.
6x183m

= 7 29
.
35763485 =

Nt
, municates

C 299792458 m /S
= 13

. 15596058 min

=> Otcomunica = 789
.
36

.

5
= 13

.
156 min tempo gue as comunicaces de Tenne demono

/

a chegan : sanda quando esta chegas Maste

iv) Primeinemente
,

o tempaque a tripulacas demonc desde a partida da Tenna ater chegan
a Mute connespends a tempo da respective transferencia de Hohmann

, jar calculade em is :

i)

Tr = 22312634
.
465 = 259

. 3175285 dies scaes medics

Tr 2 . 2319x1053= 258 . 32 die Solares midics

Pretende-se que a Sanda negnesse : Tenna numa onbita identica a de ida a Maste e camo mesmo

tempo de viagen ,
tr . Paraisto e necessario que a Tenne esteja num ingula Eas para tres do panto

de chegada :



Mars
,
departure

Mars,
0

arrival ↳ - Earth
,

- departure

~

,
,

Earth
,
arrival

Durante o tempo de espena ,
te

,
Mante pencenne un determinade ingula ,

definide pas B = Unite ,

ao mesmo tempo que a Tenne perconne u cngulo , panc amba se posicionamem para a partida da Sanda .

A Tenna precisa de se encontrol a u angula Ez antes da posicis "Earth
,

amiud". .
Assim

,
dumante c tempo

de espena a tenne tem de avangao seguinte ingula :
S

2π - 2(G, - +) +

B = 4π - 2Ge+ Inte = n
·

te (27)
④

Assim
,

o tempo de espena e , que connesponde so tempo minimo pac que se passa

Realize a vinger navamente penonte estas condicies e debites de transferencia :

·

(22)
te = 41-2tc

No - Um

i
-

te C minimal = 411 - 2021 = 45 - 2x 4 . 44330055 Rad .

-

Re - "M 1
.
990847253 x 187 Radis - 1

.

062362395 x 17 RadIS

↑

ii) i)

=D te (min) = 39631957 . 435 = 458
. 703211 dias S. M .

=D te (min.
) = 3 .9632x18s = 452 . 78 dies solanes medics

A durcs told da missi metas condices ideais e cam tempo minima de espena dedo

pela soma do tempo das viegens (qe igrall cam te :

ot ricemtad
= 2t + te = 2x22318634

.

45 + 39631957 . 435 = 24269226 .
355=

=975 . 3382679 d. S .m

=> It
rigger tald = 2 .

4269x105= 975 . 34 dia scanes medics

2) Reconnendo navemente : imeem referente d fase da chegada :



-

vo
-

! -

·hipeebale de chejada
W-

-

--
-

!
...

-

-
->

Un velocidade de
- Mante Relativen . I

au sch

I
-

"
pana ⑳ I

Sd iL I - M
I I

penipside---------------
I
·

Inajetoria de fly by !->

Up
I I

assintota S
de chegada...

-

.......
·

...

~ zona de influencia .

de Marte

i) Podemos observe que a velocidade da sands Relativemente as planeta ,
na assitate

->

hiperabolica de chegada , Witchegada (calculada anteriorementel resulta de Sama refaid
/

entre a velocidade heliocentnice de Sanda a chegeda ,
vas

,
cam a velecidede de

Mante (values esten jo calculadas) . Assim
,

temes :

z(29) A chegada
= W + 2M

Assim :

+b al
4

vo= UAchegada - VM = 21 .
52100746 km/S - 24

. 15727097km/s = - 2
.
636263514mIS

=D15o1 = 2
.

63634mIS + cam sentido edinec de

ii) Pana & = 0
.
71 tems :

y = 19000 + 1000 x 0.

71)
= 9718km

.

,= Us assintata
A hipenbolica

dechegada

penicpside da onbita hipembolica
y -

ip
W

-

............ i

Da conservesc do momento ingula
Y

,
B = YXE

,
temas

que o momento angula de Sanda
,

imediatamente

antes de entron no zono de influencia de Mate /panema distancia y) , elignd as momento ingular da

Sande no periger da nbita hibembolica de Chegada . Como
, pac amber as cases

,
a retanessas perpendiculanes ,

temes :

y . Us = Up . Up =D Up = y . Va (30)
-
conseques momenta Up

/

angula



Com esta expresses, venificance que y determing o recio do peniger da bita . Pana determines

o vda de Up , precisance de unc expressio pasa Up
, lago varas fazen um balango energetica

entre a panto imediatements antes antes da Sanda entran no zona de influencia de Mante
, para Was

,

Conde considenomas infinito =DU(r) =0) e o panto do
periger ,

can (14) e (15) :

O
T(rea) + UCrea) = T(rp) +UCrpl =D 2 = - (31)

2

Substituindo (30) em 131) temes :

2 = - M > - +
MM

.

2 = 0 ()
P

2 Up y . 2s

eq. 2 grou
↓

c) up2 -

p.M
- (5) = 0 =) up = M * /yes) + No =

=b Up = 4
. 22224x10km/s2I 4

.

22294x18Ums" 2
+ (2.63626351nmis)2=I C9710km x (2

. 63626351nmIS( 9710km x (2
.
63626351nmIS (

=PUp = 4
.
7954739694m/S V Upg=- 3 .

122366623kmIS
⑰

Precisans de obteno volas de Up para averiguas gido vales verdadeine pass ambas :

S Wo
= 3

. 122366623kmIS

Up
= y .

2, = 97104mx(2. 63626351kmis) <O impassivel , logo up E :

Vorg (-3. 122366623kmIS I

Up = 4. 795473969kmIS

Up = y . Uc = 9710km X (2. 636263514m/s) = 5337
. 974692um

Y 14 . 795473969kmIS)

=D Up = 5332 .
0 km

Reconnendo : seglinte formula do famulnio
, podemas cam up e up calcula o panimetna

pedido , a a semireixo maine , pasa a orbita hiperbolica na fase da chegade :

a =
Vo

(32) 2 - ro ..

M



=D a
-

Up E 5337
. 974692km --3684 .

195802 um

2 - Up . Up2 (5337 . 174692km)X (2. 636263514mis)
2 -

Mm 4 . 795473969kmIS

=Da
-

- 3684 .

2km

Reconnendo & equogc de Orbita , podemas obter o vod pana a excentnieidede
,

e :

Penigeu : G =0

A
r

= a(1 - e2) =B Up = a
- (1 - e

-2) = a
- (1 - e) =b

1 + ec 1 + e-

=be = 1

-
- 1 - 5337 . 9776924m => 2 . 44888463671 came espenodo

- 3654 .
195802 um visto a bita ses

hipesbolica .

=De
-

2 . 4429

iii) Pana & = 0
.
71 teme : Te= /80000 + 10000 x 0 . 71) = 87100s

Nesta alines temas que a Sanda sofne an impulse ,
or

, no penipside da nava onbita

eliptica,
em tanna de Mante

,
de peniodoTe ,

na que Se pretende colcen a sanda :

,= Us assintata
A hipenbolica

dechegada

penicpside da onbita hipembolica
y O 027

I S
-----p UpEm

,
IIII!!

- .......
--- --- C

I

, "IllI !
,

I -Mante Orbita eliptica pretendids
7

Com o volos da penicdo da ombita e reconnendo a equacie (10)
, pademes abtes

o vdas paco sew semi-eixo main :

E
3/2

Te
.

Mm
*

= 971oos n
.
292a4xichnmisTe = 2π

·
a () a = I S

MM
2

=Da = 13401.02372km

Antes da sonds passan a orbitan em tanno de Mante Segunda este nbita eliptica ,
esta encentnarse

numa orbita hipembolica ,
sendo que no perigeu desta

,
a velecidade da Sanda i up = 4. 795473169kmis

C calculado ene ii)) .

Come podemas observes pela figura ,
ambar a onbites hipembolica e eliptica pastilhar do

mesmo valu pasa o recio do peniger , Upeniger , cliptics = (p = 5337
.
974692km (tamber calculado

em ii)
. Consequentemente ,

ambos as Velocidades de sands no penijer destas Orbita tena a mesme

dineca (sa colinecnes)
, preisso temas a sequinte expressi pala o impulso necessaria pasc esta

/

passagem
do Orbite hiperbolica para a circula :



(33) Up + 02 = Upeniger, eliptica

Obtendo o volc de Upenijer, eliptica de acado com a equag vis-vira , temes :

v
peniger , eliptica= 2MmX a)

I 1= 2x4 .28284x10sx 5337
.
974692km

-

2x1340.

823724m)
-

= 3
.

5247984284mIS

Assim
,

=D Ov = Upeniser
, cliptica

- Up = 3 . 524798423km/S - 4. 7954731694m1S = - 1
.
2106754914mIS

=D10w1 = 1 . 21074m/s - comdinec de e sentido contronic a este

1) Neste problema ,
came a Sanda nic vai conseguin usufrvin do impulso em iii) de medo a

passan pana una orbita elitics em tanno de Mante
,

como visto no alines anterics
,

a sande vai
,

entre
,

realize

a manobna de fly-by :

Es

vos assintata hipenbolica

Ie
linha das apsides

de chegada

I zana de influencia de

Mate

-4
->

↳ vo
i

Na imagem teres Vas que representa a velccidade hipembolics de Sanda granda esta sai

da zona de influencie de Mante . Anilgaments temes que Vo= Up = 2. 636263514mIS
,

visto sende

ambos o value do Velocidade hipembolica imediatements apas (antes) de Sanda escapa (entrical da zone

--de influencia de Maste
, varionda

,
assim

, apenas a direc de vs em releas a was



·

Na imager temuse representado Os
, que consiste no angula entre a assinate hiperbolica e a

linke das ipsides . Come visto para Got
,

anteniemmente
,

Reconnendo sequas de Orbite temen :

r = a(1 - e) =D 1 +ecsg = 0 =b G
= arc - 1 =anco - 1

=

1 + eco e
-

2.
449294636

W

(r- c) (e) ii)

= G = 1
, 991441169Red = 114

.

10117418

Andlizando a dineces de
,

observeres gre esten fa um angula Y com Fo dado pas :

4 = 2π -200 = 25 - 2x 1 . 991441169Red = 2
. 300302969 ned =

131
.
79765170

A manabna de fly-by tem 2 cosas distints
, panc 2 ombitas hipembolicas simetrics come

demonstrom a sequintes figunce :

we M in
,

---
.....

...
zona de influencia

-

-------
> assintota hiperbolicaUs

- ..........>I S

4

it JM
·

de Mante

it W

y·
>linka das apsides

S
N

of I~y i jo

I y .....
- -> ---------------- assinata hiperbolica

...... ↑

~
-> linka das apsides ....... ~....- - ! -

Sch
↳ os

~ PaCo 2

Caso 1 : Sanda afetarse do Sch Casa 2 : sonda apnexima-se do So

Assim
,

as dais values passives pasa
v sin descrites da Seguinte fama

,
considerando o

3
referencid e

,
e e Ic=Ia1= Up :

s
,

I No . Sen Y) er+ (ra . cn4) eE (km(S)

r - - IWcs
.

Sen4) er+ (as . ca4) eE (une/s)

Como representado has imagens, pac a monobna de fly by ,
a velocidade find ev deds

pela some vetrid da respective velceidede hipembolica ,
imediatemente apas a zona sein da zone de

influencia de Mante
,

com a Velceidede de Mante :

(34) E = vi + i



Reconnendo so volcs da Velocidade de Mante (calculada em able as value de Vo

mencionado no inicio desta alinea temes :

, = No . Sen) er + (Na . ca4) eE + Un eE =

= Was (SenVer+coPeE) + Un eE =

= 2.
63626351 km/S (Sen 12 . 300302969 ned) ert ca (2. 300302961 ned) eE) + 24

.
15727097 & nmIS=

- 1965343194er + 22
.

40019629eE(umIS)

Ev --Io . SenY) er+ (ra . ch4) eE + Un eE =

-- Was (SenVer+coPeE) + um eE =

= 2.
636263514mIS /- Sen12 . 300302969nd) er+ ca(2. 300302961ned) eE) +24

.
15727097 & nmIS=

--1965343194 er + 22
.

40019629eE(umIS)

11 = IEE) = (1.965343124)
2

+ (22 . 4001962932 = 22
.

48624941 umIS

Assim
, podemas definin a velceidede find da seguinte fasma :

E
- = = 1

.
9653 er+ 22

.
400 eE (nmis)

I = 22 . 486 umIS

3

a) Os angula de Euler desnevem ↳ Rotacces sucessives
,
em tanno das memen eixes candenade

instantiness , que transformam o Referencid de incncia (ex:. XYz)
,

no Referencid que Rede (ex: . nyz) .

Estes Permitemne,ente Saber centage
do Referencid em mater ,

ise e
S

Y : angula de precessa O : angula de nutages : angula de Rotao propria

As respectives frequencies de Eulen Representamuse par :

Y
,

i e ir
.

i) De acado cam as dedes do enuciede temse a sequinte imagem que descreve

o problema :

A=zz 2
7

-·

I
Yz

↳---- -

⑧⑧ M- ↳ ↳

/ & ↑

~
·oh
-

⑳⑧

" - ~

>
-

I
> ↑ 718 ------⑧

e2



No enunciado ja no fei Frenecide o uden da Frequencin de Ellen i = (3 + 0. 710) =

=> 3
.710 Reulmin

. Tambeim na fai dito que o ngulo de nutage
,

V
,

e muito pequenc , lago ,

podemas apnaximan cossenc deste singula a 1 (vana precisa disto para calcula i)
.

Como a estacs expacid assimetrica (camo se pode observes pela figural ,
temas

que V = constante
.

Deste mode jo temes o value pass as sequintes frequencies de Erlen :

j = 3. 710 nev/min = 3
.
710 . 25 = 0

.
382518291 nodis => 8

= 0- 38951 Red's

60

estaco assimetrica =D U = constante =D i = 0 Rolls
S

Reconnendo co formulatio
,

temes a sequinte formula para calculas a frequencia de precessa :

p = Ill
·
I

(34) (F1 - F
, )cv

Como visto antenionmente cas2= 1 .
Pana alimdisto

,
visto gue o momento de inecia da

extracture em relages co seu eixo de Simetria A-A i o dabno do momento de in mein em

Relacio a qualquen eixonoemd a A-A
, temas Iy = 2 I1 , loo , por 134) :

p = Ill
-

j = 2IX ·0
.
329510291 nodis = -0. 777020592 RodIS

/T(I1 - I
y )c /- 1

=1

=

po=0.77
to ad e

1

- a
8) = (-0 . 77702 nedls

,
0

,
0 . 38851 madIS(

ii) O ingula de nutacs encontrouse representedo na figure ,
i . e

,
ec igulo entre a

eixo I com o de Ratios A-A .
O singula estar representa de a laranja .

/

en Aprecess dietree a 2terhaescamesmasindace elnosecate i

a

Retrograde.

3) Pana X = 0
. 71 termos : Angula de nutaas ,

U = (2+ 0. 710)= 2. 710

Pana acspas assimetrics) come neste casol , poderse alinha o momento angular o cam a

eixoz .
Assim a velccidade ingula e deda pos :

w = Y +
%18 =

- i +0



Como o injulode nutas jo nic e muito pegiena;
temen de calculas a frequencie de processes

atnovis de 134) posa o nave volce de V :

, mantem? nuncie a

p = Ill j =
2 IXX0. 32851029/ncd/s

=
-0

. 77-7890545 nedls

(I1 - Fi)caP - -X (x12 . 710)

=D p = -0. 777890545z

-
->

camo 8 = 0 . 38851 ezy e come preteridema soma-la a Y
, precisames,

primeine ,
de decamper e emn algogie na permita calcon ambar sobnec mesmo

Referencie (c , ,
zz) :

V = 2 . 7100
↑

Ez = ((v)ez
,

+ (Senul. e =

C12.718 EE + Sen 2. 7109 ec
-I

Lojo : 4 = - 0. 77789054522 = - 0
. 777990545/c/2

.718 eE + Sen 2. 710 %=

= - 0
.036779278 - 0

.
777020581 eE(RodIS)

Podema
,

omisto
,
calcula findments o vete velccidade ingular :

w = Y + 8 = Y senv ect(ycU+deEz I

=
- 0

.036779278 - 0
.
777020581 eE(RcdIS) + 0 . 388510291e=

=> - 0
.036779278 e-0 . 38851029 E Indis

->

=D w
= - 0

.0367+qe52-0 . 38251 eE (nodes)

(i) = 1 - 0.036779278 , + 1 - 0
.

33851029(2 =

6
. 390247307 God's =b

=D (5) = 0 . 39025 Redis

No que toca co angula que a velocidade angular rae com o eixo E temas :

A = zz 2
7

-·

I
Yz

---- -

⑧⑧ M
/ & ↑

↳ -- ↳ ↳

⑳⑧

" - -

18 ------⑧I

-
> ↑ 7

e2

I



como visto nos oul tecnicas
,

estando i no plano Yet nestecaso do capo assimetrica
,

temes que a velocidade angula faz u determinado angula ,
I

,
cam o eixo de simetric do

capo ,
A-A

,
sendo que

U e dodo pela sequinte expressio :

= YsenP135) tant=
↑ cap + :

=DW = anator = anctor - 0
.036779278 Rod'S I => 0. 094386158 Rod=

- 0
. 38251029 Rod's =

5 . 4079285520

Atnaves da Figura podemas observes que o ingula que o vetes velccidade ingula fo

com o eixo I E dedo pos :

(36)
B

= r - v

substituindo a respectives voces obteme :

B = 0 - V = 0.
094386158ned -2.

110xT Rod = 0
.
047027735 Redis = 2

.

697923498"
180

=DB
= 0

. 047028 Rad =
2

. 6979"

c) O momento angulas ,
I

,
ededo pas :

F = E =P = Inn

Hyi" IIs r ] TueThe
Neste caso ,

o referencid emetude e um Referencial principal de inencia . Lago os produtes
de inncia sae zence

, consequentemente a metaco emtanno des eixes de inncia este equilibrada -

Relembrando ge a estacio i assimetrica e que Fy=2I1= IAA temes :

Inx = Iyy = 11 = IAA Izz = I11 = 2 1 = IAA
2

Substiturndo na mathiz :

Fo =

IFun a) TyT
=

to]T)-⑨

=D- Fo =

FAATwe ↓

Fo = FAA ( We , WS2 , WE2) = D

can a eixy

e adegrada
wet (4232tz)



=D Fo IAA = ,

- 0
.036771278

,
-0

.38851029) = FAA)0 ,
-0

.
012329639

,
0

.38251029)=
2

=> Fo = IAA 0
,

-0. 018390
;

-0
.32251) (kg .

m4/s)I

Teme que ,
Relembando al :

p = Ill
.
i = 2 IX

.
j =
DY=

-28
= = P . ccP

(F1 - F
, )cv - can Can

I
-2

freg processes fueg Ratac docapa

Assim
, como visto emb)

,
temas :

w = P + & = psen + lycate= substiturndo j
pela express

- ↑sen + ) paw-v) eEc =

=

↑(Senve + eE) /Rades)

O moments angulas ,
came visto

, apenas tem componentes not nule em ese Ezz
, pas

isso
,

este pode sen descrito da Seguinte moneina :

capo live

Fo = Hyez + H-E = we e
+ Wer eE=

- Isenv . + Ycav
.=

2

=
*

( senv -z + can eE) Irymis)
2

Como e
z

= (Senzl E + (c) Ez
,

entrc podema modifica a expresse do momento

anyula da sejuinte moneina:

I = I (senvey + cosve2= e
= -0. 177890545ez = -0

. 389945272e(tm)
2 2

=D F, = -0 . 38895 z lym2lS

Assim
,
obteme, a sequinte representa as do momento singular is imager (a amanelo :

A=zz 2
7

-·

I
Yz

---- ⑧
- ↑

↳ -

-⑧ M- ↳ ↳

"
-.o

,

⑳⑧

- -
N

I ~o
> ↑ 718 ------⑧

~ e2



Pana a vosicas do momento angulas as lango do tempe :

/

F = - 895) = - cex de = o

dt constante dt

Assim conduime sie o na vania an langa do tempo do panto de vista do centra de messa
.

4 Pana X =
0

.
710 tema : x = (3+ 0

.
710) = 3 .

710

a) O fogrete e u caspo alangado ,
destemodo yes tem o mesmo sind (processed)

-- ↑ i= 0
.

disetal .
Camo o feguete e assimetrico

, entro camo visto anteniaments w
-

S

Na fazendo a imeem : excels da nesso angula , posa una methas obseguacic .

/

CONE DO CCRPO iI 72

O
S

CM
⑳ -Y

>CONEDO ESPA,
----

3) Sendo X = 0 . 710 obtemnes :

j = (1 + 0
. 710) = 1 . 710 Revs=10 . 74424693 RodIS

Razcida moments = 8 + 4x0. 710 = 10
. 84) 1 !

principais de inecia

Como a faguete e um caspo alanjado ,
entra I1 Ill

, loo a reaci das momentos

de inncic e It = 10 . 84 Ido enunciodal
/ isto pais o voladoda = superios

ale . III

i) Sendo o feguete u caspo livene assimetrica temas is = 0
, pais w = const . Lego

podemas obtes o volce do angula de nutacic ,
attoes de 5 as Reconnemmas : Sequinte

expresso da fasmulsio :

(36) tanp = It ton e

Ill



tanz - I tanz=xU= anctore 10. 24 x tan /3
. 71% =

0 . 612663th9 Rod=

= 35 . 10304710

Deste modo
,

atnaves destes volosen e da quaic (34)
,

teman o volc da precessar :

↑ = Ill / x 10. 74424692nd1S = 1
.
334640592 Rod's

.

= Ill

(I1- In)ca (10.94-1)# . cas (0 . 612663749 Rod( =

76 . 459273040

= 4 = 1
.
3346 RedIS = 76. 469

:

ii) Camo calculado na alines enterio
: V = 0

.
61266 mad = 35 . 1030

iii) Pana esta alinea temas que o momento angula no centro de messa e dode pas :

-

H ↑ i
-

Junyoa)Twe)- *It
Como visto

,
a velacidade Enjulas e dada par :

w = Y + I
= yez + we

Camo
z

= (Sen2)y + (CNN) E obtera :

I = P(sency + care) + jeE =

= 1
.
334640592/sen(0. 612663749n) 2 + ((0.612663749nd)2E + 10.74424688e7 =

= 0. 767433419 + 11
.
83614129 e (ned/S)ey Z

Logo , podemas calcula #
,

da Seguinte fama :

C

I#c = F1 . Wa en+ It .Wy + In . We Ez =
t Cano visto em cima Wn=oby

= 10. 94 I1X4 send y
I I11 x)4caw + 0) E =

2 . A.
= 10

. 94Il X 4 senU C t I11x ↑ (cap + 1 .34 caD) eE= v

= III
.

8
= D= 10 . 24 x 11 x 4 ( SenYey + CuDez) =

4
- (I1 -In) Car

= 10 . 24 x 1
.
334640592 Radis x III C y

=

= Y = 8
-B

- 14
.

46750402
. III (hym2ls] 9 . 24 ca

- Y . 9
.
24 . cap = I

= Ic = 14. 46750402 #112] (4gm2/s)

iv) A vosicu do vetas momento angulas # em undern an tempo e ded pa :

S

i
d H =id (14 . 46758402xIx22) = 14 .46750402xIxde = 0

dt dt dt



v) Come calculado enterionments
,

tems que Y = 1
.

334640592 nasse ↓ = 10.
74424625nod/s

,

assim
,

camo ten amboso mesmo sind podemas conduinque a precessa i dimeta .

-
A estabilidade de um capo e diffcil de sen estudada a partie das

2 equages de Eulen
, pais esten sai diffeis de Resolven pana este ado.

Roesonevendo a equacies da energia cinetica de un capo Rigida :

E
tot

= T = I(Am + Buy + (wz)

Na forma da equacies de um elipside ,
teme :

Wa t Wy t w2 = 1Z

T
2 2

E 2

O elipsoide obtida e a elipsoide de Poinset e significa que a extremidade do

vetan velocidade ingular esta sempre sobne ele
,

de mode a verifican a equasca .

considerando o capo live de moments (EMc=0) , e realizando o product o

intereno de Fo cam a equagio de Even
,

Results gue H = de . No Referenced

principal de inercia :

H = A2m2 + BZwg2+ CWE =)

<= 3 Wi t Wy t we = 1

CH/A)
2

(H/A)
2 (AIC)2

obtemuse o elipsoide do momento angula .
A velecidade angula tambeim tem

de venifica esta quagio do elipside .

Assine
,

de farma a versifican ambas as equacies do elipside de Poinset e

do elipside do momento angula , a panta do velas velocidade angular tem de

exten sobne a intensecco das dais elipsides . Destemedo
,
(intensetando us dis

elipsoides) obteme as Inajetoric passives para a velocidade angular e podeman estudor

a estabilidade da actacs de un capo .

/

Andlisando as Semi-eixes das elipsides de Poinset e do momento ingulan
concluimes que o de Poinset e meis amedendado e o do moments cingular
er meis afilada . No casas limite

,
a elipsoide do momento cingula estanc

completemente no interior a no exterion do elipsoide de Painsot Consequentemente,
inematen dois casa de intenses , um no main semireixo dos elipsides e atno

no mence Semi-eixo, connespondendo an semieixes de un mend e mein momento

de principal de inecia
, mespetivements .



E
a) Um cospo line que esteja a neden em tano de um eixo principal de

inncia
,

inc continuar a modore emtarno desse eixo
, pais a incncia da patacs

S

ester equilibrida pela diminuicas do eixo principal de inecia /

/

No entanto
, pana andisarma o cas· em queo eixo de ratacs de um satelite

S

esta em tano do seu eixe principal de inncia
,

not coincidindo camo mesmo
,
e

precise analism as linhes que descrevem as trajectories passiveis pass ut nas

imediacies das eixce .

/

Pana os casa das eixce principais de maice menc infucia
, respectivemente o

menc e o main semi-eixo da elipse que caracteriza elipside ,
I passive

concie , pan observice do imagem, que a trojetoria cincunda o panto de equilibrio , not
/

nat se afatando desta posic , pelo que a noticia e estavel .
Paao eixo de

S

inercia intermedio
, podemes versie um pegueno desvio da eixo de Rotarie calcare

i numa trajectoria que o afastanc do eixo
,

levendo o capo a "falen'pinvetes" ,
pelo que a rafica e instavel

.

/

EIXO DE

INERCIA MENOR

-

EIXO DE↳I⑰
INERCIA MAIOR

EIXO

INERCIA INTERMEDIO



b) Neste tipo de exencicic e camum apneximan-se a satelite a um caspo nigide,
contudo , a satilities sac consticides pan elements pares rigides (ex :. antena

- paineis solanes) que
vibrom ca a rotacos do capo , purocando dissipa

de energia cinetica , una ver que as varices not sac completamente elistics.

Como resultado
,

inemas tes una diministe des Semi-eixes da elipsoide de
/

Poinsat 25 ao lango do tempo , pais estes dependen diretamente da energia .
Esta

diminvicca Ii
acoba sempre no caso limite empe o elipsoide de Poinsat fica completamente

/

no interio do elipsoide do momento ingular , sendo que o panto de contacto connesponde
as eixo de necio incncia .

Deste mado
,

inemen ter una vaciacic das trgetinies massives de n , pais a
/

intenses das elipsides in varice . A velocidade injuln accba par passare

Partidos estes estada intermedies
,

sends a sua trejetoria Resultante a

Representada na figuna .

Posisto , e camo e observaivel ne imger , quande hi dissipage da Ec
,

· unico eixo estavel passa a ser o eixo de maic invincia , passanda o eixo de

mence de incncia a sen instivel . Deste mado ,
as satelites dever sem estabilizados

defama a ge a seu eixo de notegic seja cincidente came eixo de maxima

inncia , pais cao contritio inc occurren processes e notacs ;
e a satelite

acbose a raden emtano de um eixo not desejade .

EIXO DE

INERCIA MENOR

raion ".

e

EIXO DE

INERCIA INTERMEDIO



6

a) Assumindo as beams como massa patucis ni honen guofuen tipa de messa no

boom

periferic do singularidade ,
o que implica T

C
= o ande 4 o panto de messa-

pantual .

->

eq
I

Don
-

I = w
.

ez

Pelo Tecnema das eixes paceles , apresentado seguidemente , podema obter tensel de

inncia do back em c :

Scam
O

Iba = Izz
,

a
+ M(a + yi) = m(x1 + y

Sendo o momenta ingulas It dodo pas =
Fo e sendo o momenta ingular do

no centra de massa dodo pela some das Momenta angulares das bamse do capa centrada

paderes obters Fa :

beam
#
,

= Ic(copocentrodel + 2 #
,

(bcom) = Iij o + 2 I
,

a i
boom

-

do enunciada
d

- (Izz + 2 I ) wo E = ( A + 2m (n + y) Wo eE

=D #c = (A + zm(x2 +y)) wo eE

b) Guando as messes se encentrums distancia ambitionia
,
sendo b= 22ty2 ,

temes :

O

>2b2 =

1
+

y =
22x & Referencid fixe em

relaca co objeto

Assim ,
tems ge a momento ingular dodo pas :

->

He = (A + zmn2) wez

Pola conservice do momento angula :

/

I = Ic =Bw
= A + zm(u2 + y))

. wo

A + 2m a


